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Prefacio

Estas notas de clase se escriben como apoyo para dos cursos: uno de la parte final
de un pregrado en matemaéticas y otro de la parte inicial de una maestria en matema-
ticas. En la Universidad Nacional de Colombia, sede Medellin, estos cursos se llaman
Algebra lineal aplicada y Aspectos numéricos del dlgebra lineal respectivamente.

Del lector de este manuscrito se espera que haya tenido contacto con el algebra
lineal y no necesariamente con el algebra lineal numérica. Libros adecuados para ese
primer contacto son [S], [Lang], [M]|, [IND] y [P]. El libro de Noble y Daniel [ND] es
un libro introductorio de algebra lineal numérica. El libro de Meyer [M| también es
un libro de algebra lineal numérica pero es un poco mas avanzado que el de Noble
y Daniel. Los otros tres libros son libros de texto para cursos de algebra lineal de
segundo o tercer semestre de pregrado.

Desde ya advertimos que en estas notas no se citan todas las referencias bibliogra-
ficas que aparecen al final, dicha lista sirve de apoyo a las notas y es una invitacion
a los lectores a conocer otros materiales sobre el tema.

En varias partes del manuscrito hay unas notas cortas llamadas Nota MATLAB.
Con ellas se busca motivar el uso de este software para el aprendizaje del algebra li-
neal numérica. Recordemos que MATLAB es un nombre que surgié de la combinacion
en una sola palabra de las tres primeras letras de las palabras Matrix Laboratory.

Para el autor, la mejor manera de aprender a usar a MATLAB es por medio de
ejemplos obtenidos de clase o libros o de algin otro documento fisico o virtual. El
profesor Cleve Moler, inventor de MATLAB y fundador de la empresa Mathworks),
escribi6 dos excelentes libros que usan MATLAB y que se pueden comprar en SIAM
o descargarlos gratuitamente de https://www.mathworks.com/moler.html

Estas notas estan divididas en dos partes. La primera, llamada Algebra lineal,
contiene material tedrico fundamental. Allf hay definiciones y resultados relacionados
con vectores, matrices, transformaciones lineales, determinantes, sistemas lineales,
entre otros. La segunda, llamada Amnalisis matricial, incluye ejemplos y algorit-
mos seleccionados entre los muchos que hay en algebra lineal numérica. La seleccion
se hizo con la idea de apoyar el trabajo interdisciplinario que tiene al algebra li-
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neal numérica como uno de sus pilares. Por tanto el material tratado tiene que ver
con condicionamiento, estabilidad, factorizaciones de matrices, soluciéon de sistemas
lineales por métodos directos y en menor medida, calculo de valores propios.

En el prefacio de [S], Gilbert Strang escribe: Personalmente considero que mucha
mds gente necesita dlgebra lineal que cdlculo. Hay muy buena justificacién para esta
afirmacion y de hecho el autor de estas notas tiene la misma creencia. Es que muchos
de los problemas de ingenieria y ciencias se modelan por medio de ecuaciones dife-
renciales ya sea ordinarias o parciales y lo usual para un investigador de ciencias o
ingenieria es resolver numéricamente estas ecuaciones. Eso significa llegar a un pro-
blema de algebra lineal numérica. Mas adelante en estas notas se explicard un poco
sobre este proceso.

Escribir este manuscrito es un anhelo que el autor tiene desde hace varios anos.
El trabajo [AM] sobre métodos iterativos, escrito con Carlos D. Acosta, se puede
considerar predecesor de este libro pero trata temas mas avanzados. Los trabajos
[Layton] y [vdG] son ejemplos inspiradores con mayor alcance que el presente trabajo
pero con el mismo estilo de distribucion via web, siempre buscando llegar a una
amplia audiencia.

La escritura de este manuscrito se hizo durante el semestre sabatico del que disfru-
t6 el autor en el segundo semestre de 2016. Sea esta la oportunidad de agradecer a la
Universidad Nacional de Colombia por haberme concedido dicho semestre sabatico.

Este libro esta en construccion y asi se ofrece en la pagina web personal del autor
que se puede encontrar en la lista de docentes de la Escuela de Matematicas de
la Universidad Nacional de Colombia, sede Medellin. Actualmente, en diciembre de
2016, las direcciones URL son:

Péagina web del autor http://www.unalmed.edu.co/~ cemejia
Péagina en Google Sites: https://sites.google.com /unal.edu.co/cemejia/home
Pagina web de la Escuela de Matematicas:
http:/ /ciencias.medellin.unal.edu.co/escuelas/matematicas,/
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Nomenclatura

Escalares
Letras griegas mintsculas «, 3, ... o letras latinas o griegas mintsculas con sub-
indices x;, a;j, \g, . - .

Vectores

Letras latinas mintsculas a, b, x,y, ... o letras latinas mayusculas con subindice
A, Ay, Aii, ... o laletra e mintscula con un subindice por ejemplo e; para vectores
candnicos.

Matrices

Letras latinas, griegas o en estilo caligrafico mayusculas A, B, A, V, ... y ocasio-

nalmente, si no hay confusion, también se usan esas mismas letras con un subindice.

Los elementos de la matriz A son a;; o A;;, sus columnas son A,;, sus filas son
A Los asteriscos se suprimen cuando no hay confusiéon, por ejemplo cuando en el
contexto solo se estan utilizando las columnas de la matriz.

Los elementos del vector x son z;.

Principales superindices y subindices: i, j, k, [, m, n.

El ntmero 0 se usa como escalar, vector y matriz.

La matriz identidad se denota I o si hay peligro de confusion, I,,.
LD: Linealmente dependiente.

LI: Linealmente independiente.

CL: Combinacioén lineal.

TL: Transformacion lineal.

o (A) : Espectro de la matriz A.

p (A) : Radio espectral de la matriz A.

9
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e; : Vector canénico. Es el vector columna cuya componente j — ésima es 1y las
demas son 0.

det (A) : Determinante de la matriz A.
traza (A) : Traza de A.

AT : Traspuesta de la matriz A.

A* : Conjugada traspuesta de la matriz A.

cond, (A) = k,(A) : Numero de condicion de la matriz A con respecto a la
p—norma, 1 < p < oco. Se omite el subindice si no hay confusion.

A~ Inversa de la matriz A.

rank (A) : Rango (rank) de A.

R (A) : Rango (range) de A. También se llama subespacio imagen de A.
ker (A) : Nucleo de A.

Si S es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial, el subespacio generado

por S se denota Sg (S) o Sp(S) o Span (S5).

pa (t) = det (A — AI) : Polinomio caracteristico de A. Sus raices son los valores
propios de A.

C) : Matriz companera del polinomio p.

Matriz unitaria U € C™™ : Sus columnas constituyen una base ortonormal de

Cn.

Matriz ortogonal U € R™*™ : Sus columnas constituyen una base ortonormal de

R™.
Matriz de Hessenberg: H es de Hessenberg si h;; = 0 para 7 > j + 1.
Matriz de Householder: U = I — 2ww” con w € R" y ||wl|, = 1.



Parte 1

Algebra lineal
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Capitulo 1

Matrices y vectores

En el primer capitulo introducimos muchas de las notaciones y definiciones que
utilizaremos. Seguimos de cerca el libro [I] de Ilse Ipsen, profesora de North Carolina
State University. La profesora Ipsen regala una copia electréonica de su libro en su
pagina web http://www4.ncsu.edu/ " ipsen.

Los vectores y las matrices son los principales objetos con los que trabajamos en
todo el libro. Entre los afios 200 y 100 a. de C. hay evidencias de usos de matrices en
China y de forma menos clara en Babilonia. Los determinantes se anuncian en el libro
de Cardano Ars Magna (1645) y aparecen con més claridad hacia 1683 tanto en Japon
como en Europa. Leibniz es uno de los precursores para el concepto de determinante
y solo hacia 1812 con Cauchy la nocién de determinante quedé establecida como la
tenemos ahora.

Aunque la eliminacién gaussiana se vislumbra en una obra china titulada Nine
Chapters on the Mathematical Art del ano 200 a. de C., es el propio Gauss quien la
usa por primera vez hacia 1809. El primero que usa el término matriz es Sylvester en
1850. La segunda mitad del siglo XIX es la época de avances en la teoria de matrices
y por tanto del algebra lineal. Entre los matematicos que mas contribuyeron estéan
Sylvester, Cayley, Hamilton, Frobenius y Jordan.

Los datos histéricos fueron tomados de
http:/ /www-history.mcs.st-andrews.ac.uk /Hist Topics/Matrices _and determinants.html
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1.1. Matrices

Llamamos matriz m X n a un rectangulo de niimeros
aipp -0 Qin

am1 - Amn

con m filas y n columnas. Los elementos a;; son escalares, es decir, elementos de
R el conjunto de los ntimeros reales o elementos de C, el conjunto de los ntimeros
complejos. Se escribe A € R™*™ en el primer caso y A € C™" en el segundo. Si
m = n, se dice que A es una matriz cuadrada de orden n.

Un vector fila es una matriz 1 X n y un vector columna es una matriz m x 1. El

conjunto de vectores columna con m componentes reales se denota R™. Anélogamente
se define C™.

1.1.1. Submatrices

Una submatriz de una matriz A € R™*" es una matriz obtenida de A suprimiendo
filas y/o columnas. Mas precisamente, dados dos conjunto de nimeros enteros 1 <
1 <ig<...<3,<myl< g <jo<...<7 <n entonces la matriz k x [

Qiyjr Qirge 70 Qigg
Qigj1 Qiggo "7 Qigg
Qig g1 Qigga "0 Qg5

es una submatriz de A. Se llama principal si es cuadrada y sus elementos diagonales
son elementos diagonales de A, es decir, k =1y i, = j, parar =1,2,... k.

1.1.2. Matrices especiales

1. Matriz nula
La matriz nula m x n se denota 0 y todos sus elementos son cero. Si en una
matriz A alguno de sus elementos, digamos a;;, es no nulo, entonces A # 0.
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2. Matriz identidad
La matriz identidad de orden n, denotada I,,, es la matriz cuadrada

1

1

con unos en la diagonal y ceros en todas las demas posiciones. En particular,
I; = 1. El subindice se suprime si no hay confusién y se habla simplemente de
la matriz identidad 1.

3. Matriz diagonal
La matriz cuadrada A es diagonal si a;; = 0 para todo 7 # j. En particular la
matriz nula es diagonal.

4. Matriz triangular superior (inferior)
La matriz cuadrada A es triangular superior (inferior) si a;; = 0 para i > j

(i <)
5. Matriz tridiagonal
La matriz cuadrada A es tridiagonal si a;; = 0 para [i — j| > 1.

6. Matriz de permutaciéon
Una matriz cuadrada es de permutacion si contiene un solo uno en cada fila y
en cada columna. Aparte de esos unos, todos los demas elementos son cero. Se
puede pensar que es cualquier permutacién de la matriz identidad.

7. Vectores candnicos
Las columnas de I, se denominan vectores candnicos e; y por tanto

I,=(e1 e - e,).

1.1.3. Multiplicacién por escalar
Sean A € R™*" y p € R. El elemento (i, 7) de la matriz pA es
(pA>ij = PQij-

Si p = 0 entonces se obtiene la matriz nula.
La multiplicacién por escalar es asociativa en el siguiente sentido

(ap) A=a(pA).
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1.1.4. Traza de una matriz cuadrada

Sea A € R™". Su traza es el nimero
traza (A) = Za“"
i=1
Es decir, es la suma de los elementos en la diagonal de A.

1.1.5. Suma de matrices

Si Ae R™"y B e R™"™ entonces
(A + B)ZJ = Qjj + bzg

La suma esta bien definida en el sentido de la clausura: la suma de dos matrices de
R™*"™ es una matriz de R™*™. Cumple las siguientes condiciones:

1. Asociativa: Si A € R™" B € R™" y C' € R™*", entonces

(A+B)+C=A+(B+C).

2. Elemento idéntico: La matriz 0 € R™*" es tal que para toda matriz A € R™*"

se cumple
0O+A=A+0=A.

3. Conmutativa: Si A € R™*" y B € R™*" entonces

A+B=B+A.

4. Distributivas: Si A € R™*" B € R™" «a € Ry 3 € R entonces

(a+p)A=aA+PAya(A+ B) =aA+aB.

1.1.6. Combinacion lineal

Dados n vectores Vi, Vs, ..., V, v n escalares aq, as,...,a,, n > 1, a la suma

n
E oV
=1

se le llama combinacién lineal de los vectores V; con coeficientes «.
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1.1.7. Producto interno o producto punto

wh
Wao .
Sean v = (vyvg «+-U,) y W= ) . El producto interno de v y w es
Wp,
n
vw = E ’UjU)j.
i=1

Otras notaciones para el producto interno son v - w 6 (v, w).

1.2. Multiplicacién de matriz por vector

1.2.1. Matriz por vector columna

Sea A € R™™ con filas A;, y columnas A,; y sea v € R" con elementos v;.
Entonces

Al* U1
A= :(A*lA*ZA*n)7 v = :
Am* Un

Distinguimos dos formas de considerar el producto Awv :

1. Av es un vector columna de productos internos: (Av), = A;.v.

n
2. Av es una combinacion lineal de las columnas de A : Av = E V; Ay
i=1

Ejemplo 1.1. La j—ésima columna de A se puede pensar como el producto A.; =
A€j.
1.2.2. Vector fila multiplicado por matriz

Sean A como arriba y w = (w; wsy---w,). En este caso también vemos el
producto de fila por matriz de dos maneras distintas:

1. wA es un vector fila de productos internos: wA = (wA,; wA,, - wA,,).

2. wA es una combinacién lineal de las filas de A : wA = ZUZAZ-*.

i=1
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1.2.3. Producto externo (outer product)

U1
Sean v = : yw=(w; wy wy). Elproducto vw es la matriz

Um

nwy - U1Wy
W =

UpWy - UnWn

Ejemplo 1.2. Una matriz de Vandermonde de orden n con potencias de x se puede
1

ver como el producto externo | : | (1 x 2* --.a"71).

1.3. Nota MATLAB

Hay dos formas bésicas de buscar ayuda en MATLAB. La primera es por medio
del cuadro de busqueda que hay en la esquina derecha superior del escritorio y la
segunda es en la linea de comandos, por medio de la orden doc. Dos ensayos reco-
mendados son: En la ventana de biisqueda escribir gallery y en la linea de comandos
escribir doc gallery.

En general, la busqueda en la linea de comandos por medio de la orden doc
es mas efectiva. En el caso de gallery puede verse que doc lleva directamente a la
documentacion sobre Gallery Test Matrices y en cambio si se usa la ventana de
busqueda aparecen varios documentos entre los cuales el listado de primero es el que
nos interesa.

En estas notas sobre el uso de MATLAB, trabajamos matrices pequenas, por
ejemplo matrices cuadradas de 8 filas y columnas, aun si se toman de Gallery. El
lector puede ensayar con tamanos mayores si desea.

a= gallery(’jordbloc’,8,4); % bloque de Jordan

= gallery(’moler’,8); % matriz simetrica definida positiva
3%a; % producto por escalar

a + c; % suma de matrices

trace(c); % traza

[4,1,-1,zeros(1,5)]; % vector fila

xa = x*a; % vector fila por matriz

c
J
f
v
X
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= xa’; % vector columna como traspuesta de vector fila
= c*y; % producto de matriz por vector columna

% producto externo

= x*z; % producto interno

= Z*X

“ e

n = N <
|
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Capitulo 2

Matrices y determinantes

En el segundo capitulo sobre matrices y vectores definimos varias operaciones con
matrices y algunas clases especiales de matrices. También hacemos referencia a los
determinantes que en el resto del libro serén utilizados como herramienta. El material
es elemental y por tanto aparece practicamente en todos los libros del tema. Para
escribir estas notas se consultaron primeros capitulos de [I], [L], [Layton] y [Ortegal.

2.1. Producto de matrices

Sean A € R™" y B € R™". El numero de columnas de A debe ser igual al
namero de filas de B. Su producto es la matriz D = AB € R™*" cuyo elemento (3, j)

€S
n
dij: E aikbkj.
k=1

Pensando en las filas y columnas de las matrices A y B, este producto se puede

Al*
AZ*
presentar de varias formas: Sean A = (A, A -+ A) = ) y B =
A
Bl*
B2*
(Bs1i Biao -+ By = . , es decir, la columna j — ésima de A es A,j, la
B

fila i — ésima de A es A;, y andlogamente para B.

21



22 CAPITULO 2. MATRICES Y DETERMINANTES

1. AB=(AB,, AB,, --- AB.,).
ALB
Ay, B

2. AB = ,
A B

3. (AB),; = Ai.B.;. Matriz de productos internos.
4. AB = ZA*iB,-*. Suma de productos externos.
i=1
2.1.1. Propiedades del producto de matrices
1. I,A= Al, = A. Identidad.
2. A(BC) = (AB)C. Asociatividad.
3. A(B+C)=AB+ ACy (A+ B)C = AC + BC. Distributividades.

Ejemplo 2.1. El producto no es conmutativo:

01 00\ [0 2 00 01\ (00
0o0/\o2/)"\oo)\o2) oo)"\oo)
Nota 2.2. El producto de A consigo misma n veces se denota A™.

Definicion 2.3. Una matriz cuadrada es

1. Una involucién si A% = 1.
2. Idempotente o proyector si A%2 = A.

3. Nilpotente si existe un entero positivo s tal que A* = 0.

Definicién 2.4. Sea A € R™". Su traspuesta, denotada AT, es la matriz cuya
componente (i, j) es (AT).. = aj;. Es decir, las filas (columnas) de A son las columnas

ij
(filas) de AT.

Definicion 2.5. Sea A € C™*". Su traspuesta conjugada, denotada A*, es la matriz
cuya componente (i, j) es (A*);; = aji el conjugado de aj;.
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2.1.2. Propiedades de las traspuestas

1. Para matrices reales, la conjugada traspuesta es lo mismo que la traspuesta.

2. (AT)T — A, (A=A
4. (A+B)" =AT+ BT, (A+B)* = A* + B*.
5 (AB)" = BTAT,  (AB)* = B*A*".

2.1.3. Propiedades de productos de vectores

21 Y1
Sean z = : , Y = : vectores de C". Por definicién de producto

Tn Yn
n

interno, %y = Zx_,-yi y zly = ley,
i=1 =1
L1 Y1
Definiciéon 2.6. Decimos que los vectores x = : y y= : de C" son

Tn Yn
ortogonales si x*y = 0. Para vectores reales la condicion es la misma, pero se prefiere

la siguiente escritura: x7y = 0.

Siz = x4+ iry € C entonces x = < il ) € R? y ademas, i> = —1. El valor
2
absoluto o médulo del nimero complejo 2 es |z| = /2?2 + 22 = VaTx. Para los

vectores x v y de C" también se cumplen los siguientes enunciados:

1. y*x = (z*y).
2. yTo =27y,
3. ¥x =0siysolosiz=0.

T

-

Si x es real entonces "z = 0 si y solo si z = 0.

n
. [n: E eieiT.
i=1

ot
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Definicién 2.7. Una matriz A € C™*" es
1. Simétrica si AT = A.
2. Hermitiana si A* = A.
3. Antisimétrica (skew-symmetric) si AT = —A.
4. Antihermitiana (skew-hermitian) si A* = —A.

Proposicién 2.8. Si A € C™*" entonces AAT y AT A son simétricas pero AA* y
A* A son hermitianas. Ademds, A+ AT es simétrica y A + A* es hermitiana.

Definicion 2.9. Una matriz A € R™" es simétrica definida positiva si es si-
métrica y para todo vector no nulo x € R", xT Az > 0. Una matriz A € C™" es
hermaitiana definida positiva si es hermitiana y para todo vector no nulo x € C",
x* Az > 0. Se dice que son semidefinidas positivas si en lugar del signo > se usa
el signo > .

2.2. Determinantes

El determinante de una matriz cuadrada A de R™*" o C™**" se define asi:

det (A) = Z €ol(1)100(2)2 * * * Qo (n)ns

O’GSTL
donde ¢, = 1si o es par y ¢, = —1 si 0 es impar y ademés denotamos S,, al grupo
de permutaciones de los numeros {1,2,...,n}.

Esta definicion se puede encontrar en [C], [Ortega] y [H|. Esta ultima fuente
contiene un tratamiento completo sobre el tema.

Otras definiciones para el determinante de una matriz se basan en expansioén en
cofactores. Mas precisamente, para la matriz A denotamos A;; a la matriz obtenida
de A suprimiendo la fila i y la columna j. Al namero (—1)"*7 det (A;;) se le denomina
cofactor del elemento a;;. Las definiciones basadas en cofactores son:

det (A) = Zaij (—=1)" det (Ay;) para cada i (2.1)
j=1

det (A) = Zaij (1) det (Ay) para cada j.
i=1

Las propiedades que presentamos a continuacion, son las que queremos destacar
sobre determinantes.
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Teorema 2.10. Propiedades de los determinantes

1.
2.

2.3.

Si dos de las filas (columnas) de A son iguales, entonces det (A) = 0.
Si A tiene una fila (columna) nula, entonces det (A) = 0.

Si se intercambian dos filas (columnas) de A, entonces el determinante de la
nueva matriz es — det (A) .

Si se multiplica una fila (columna) de A por un escalar 5 el determinante de
la nueva matriz es [ det (A).

det (AT) = det (A), det (A*) = det (A).

Si un maltiplo escalar de una fila (columna) de A se suma a otra fila (columna,),
el determinante se conserva.

Si A y B son matrices cuadradas del mismo tamano, det (AB) = det (A) det (B).

n
Si A es triangular superior o triangular inferior entonces det (A) = Ha,-,-.
i=1

Inversa de una matriz

Una matriz cuadrada A, real o compleja, tiene inversa (también se dice es no
singular o es invertible) si existe una matriz del mismo tamano denotada A~ tal que

AAT = A"TA=1T.

Si A no tiene inversa se dice que es singular o no invertible.

Proposicion 2.11. La inversa es unica.

Demostracion. Sea A una matriz cuadrada y sean By C' matrices del mismo tamano
tales que

AB=BA=1yAC=CA=1.

Entonces

B=BI =B(AC) = (BA)C =1C =C.

Proposicion 2.12. Sean A € R™" z,b € R™.
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1. Suponga que x # 0. Se cumple:

= Si Az = 0 entonces A es singular.

= Si A es no singular entonces Ax # 0.
2. Supongamos Ax = b. Si b # 0 entonces x # 0.

Esta es la primera aparicion de la ecuacion Ax = b en estas notas. Una ecuacion de
esta forma se denomina indistintamente sistema de ecuaciones lineales, sistema
lineal o ecuacion lineal. Generalmente se exige que A sea una matriz invertible
pues tal condicién garantiza una tnica solucién para el siguiente problema: Dados
A no singular y un vector compatible b, hallar = tal que Az = b. La existencia y
unicidad de solucion para el sistema Az = b se consideran posteriormente.

Proposicién 2.13. Si A es invertible entonces AT y A* son invertibles. Sus inversas
son

(AT) "= (A" y (A= ()"
Proposicion 2.14. Una matriz idempotente es la identidad o es singular.

Demostracion. Supongamos que A es idempotente, es decir, A> = A. Entonces 0 =
A(A—1).Si A=1, se cumple la igualdad. Si A # I, hay una columna no nula en
A—1I. Silallamamos x, entonces Ax = 0y por proposiciéon anterior, A es singular. [

2.4. Nota MATLAB

gallery(’jordbloc’,8,4); % bloque de Jordan
gallery(’moler’,8); % matriz simetrica definida positiva
al = inv(a); % inversa

a’; % traspuesta

= ax*c; % producto de matrices

a.*c; % producto componente a componente

det(a); % determinante

o
Il I

[= e RNy o B0 ]
|



Capitulo 3

Espacios vectoriales

En este capitulo nos concentramos en espacios vectoriales de dimension finita y
lo que se incluye es una breve revision de conceptos basicos. Para estudiar espacios
vectoriales en un contexto méas amplio se recomienda [H|. Las principales referencias
que consultamos para escribir este capitulo son [HK], [I], [Lang], [L] y [M].

Probablemente el primer libro que se refiere a las propiedades que cumple un
espacio vectorial lo publicé Peano en 1888. En ese libro también aparecen por primera
vez las operaciones union e intersecciéon para conjuntos y el signo € .

Para saber més de esta historia recomendamos
http:/ /www-history.mcs.st-andrews.ac.uk /Hist Topics/ Abstract linear spaces.html

Advertencia: A los elementos de espacios vectoriales se les llama vectores.

3.1. Definiciéon

Un espacio vectorial sobre el campo de los ntimeros reales es un conjunto V' junto
con dos operaciones

+:VxV—V y RXV —V
tales que
1. (V,+) es un grupo abeliano, es decir:

» La suma es asociativa: v+ (w + 2) = (v 4+ w) + 2z para todo v, w,z € V.

= La suma tiene un elemento idéntico: Existe un tinico vector 0 € V tal que
v+0=04v=wv para todov € V.
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= Para cada vector v € V existe un tnico vector, su inverso aditivo —wv, tal
que v+ (—v) = (—v) + v =0.

= La suma es conmutativa: v +w = w + v para v,w € V.
2. (af)v=a(pv) paraa,f EeRyveV.
3. (a+p)v=av+fvparaa,fERyveV.
4. a(v+w)=av+aw, paraa € Ry v,w e V.

5. lv =wv parav € V.

3.2. Ejemplos de espacios vectoriales

1. R™ es un espacio vectorial sobre R con la suma y el producto por escalar usuales.

2. R™™ es un espacio vectorial sobre R con la suma y el producto por escalar
usuales.

3. V es el conjunto de las funciones f de [0,1] en R con la suma y el producto
por escalar usuales.

4. El conjunto de los polinomios con coeficientes reales con la suma y el producto
por escalar usuales.

3.3. Subespacios

Sea V' un espacio vectorial sobre Ry sea W C V | W # ¢. El subconjunto W
es un subespacio de V si con las operaciones heredadas de V' también es un espacio
vectorial. De forma equivalente puede decirse que W es un subespacio de V' si y solo
si av + fw € W para todo v,w € W, a, § € R.

Esta definicion significa que lo tinico que debe revisarse es la clausura de las
operaciones en el subconjunto.

3.4. Ejemplos de subespacios

1. Para cada espacio vectorial V' los subconjuntos {0} y V' son los subespacios
triviales de V.
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2. W={AeR"™: A essimétrica} es un subespacio de R™*".

3. Supongamos que Y es el conjunto de las funciones continuas f de [0,1] en R
con la suma y el producto por escalar usuales. Entonces Y es un subespacio
del espacio V' descrito en 3.2

4. Sea S un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V. El conjunto S puede
ser finito o infinito. El conjunto de todas las combinaciones lineales (ver [[T.0))
con elementos de S es un subespacio de V' llamado subespacio generado por S
y se denota Sg (S) 6 Span (S) 6 Sp(S).

3.5. Independencia lineal

3.5.1. Conjunto linealmente dependiente (LD)

Un subconjunto S no vacio de un espacio vectorial V' se llama linealmente

dependiente si existen vectores Vi, Vs, ..., Vi € Sy escalares oy, as, ..., € R, no
k

todos nulos, tales que ZajVj = 0. Esto es lo que se llama una combinacién lineal
j=1
no trivial para el vector 0.

3.5.2. Conjunto linealmente independiente (LI)
Un subconjunto S no vacio de un espacio vectorial V' se llama linealmente

independiente si no es linealmente dependiente. En otras palabras, en cualquier
k

combinacién lineal del cero ZajVj = 0 con vectores V1, V5, ...,V € S y escalares
j=1

a1, Qa, ..., € R, obligatoriamente se cumple que todos los escalares son nulos:

Oélz()ég:...:ak:().

3.5.3. Ejemplos

1. Si S es un subconjunto de un espacio vectorial V' y 0 € S, entonces S es un
subconjunto linealmente dependiente.

2. En R” el conjunto B = {ey,eq,...,¢e,} de los vectores canénicos (ver [LI.2]
numeral [7]) de R” es linealmente independiente.
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3. 5= {( (1] ) , < ; )} es un subconjunto linealmente independiente de R2.

3.6. Base de un espacio vectorial
Un subconjunto B de un espacio vectorial V' es una base de V' si
1. B es un subconjunto linealmente independiente de V.
2. Sg(B)=1V.
Nota 3.1. En el ejemplo 2 de la lista[3.5.3 describimos la base canonica de R™.

Nota 3.2. Existen espacios vectoriales en los que hay bases infinitas. Por ejemplo, el
conjunto B = {1,z,2% ...} es una base del espacio de los polinomios con coeficientes
reales con la suma y el producto por escalar usuales.

Nota 3.3. En lo que sigue, todos los espacios vectoriales con los que se trabaja son
finito dimensionales, a no ser que se diga lo contrario.

Teorema 3.4. Sea V' un espacio vectorial con bases By y By de n y m elementos
respectivamente. Entonces n = m.

Demostracion. Ver Teorema 3, cap. I de [Lang]. O

Definicion 3.5. Sea V' un espacio vectorial que tiene una base con n elementos. Al
nimero n se le llama dimension de V y se le denota dim (V) .

Nota 3.6. Se dice que el espacio vectorial trivial {0} tiene dimension 0.

Teorema 3.7. Sea V' un espacio vectorial de dimension n. Sea W un subespacio

distinto de {0} de V. Entonces dim (W) < n.

Demostracion. Ver Teorema 6, cap. I de [Lang]. O

3.7. Sumas e intersecciones de subespacios

Sean W y Y subespacios de un espacio vectorial V.

3.7.1. Suma
Lasumade Wy YesW+Y ={w+y:weW, yeY}
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3.7.2. Interseccion

La interseccion de Wy Yes WNY ={zx:2 e WyzeY}

Teorema 3.8. La suma y la interseccion de subespacios de un espacio vectorial V
son subespacios de V.

Nota 3.9. La union de subespacios de V' no necesariamente es un subespacio de V.

Definicion 3.10. Sean W y Y subespacios de un espacio vectorial V' y sea Z =
W +Y. Si se cumple que W NY = {0} se dice que Z es la suma directa de W y'Y
y se escribe Z =W @Y.

Teorema 3.11. Sean W y Y subespacios de un espacio vectorial de dimension finita
V. Supongamos que Z =W @Y. Entonces

1. Cada z € Z se escribe de forma tinica como z=w+y conw € W yy €Y.
2. dim (Z) = dim (W) + dim (Y).

Demostracion. Ver Theorem 2.26 en [L] y Teorema 6 del capitulo 2 de [HK]. O
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Capitulo 4

Sistemas lineales

En este capitulo consideramos la soluciéon de sistemas lineales e introducimos el
método directo por excelencia que es la eliminacién de Gauss. Este es el algoritmo
bésico del algebra lineal y sirve para resolver exactamente el sistema lineal Az = b
para A matriz no singular. Es mas utilizado cuando la matriz A es densa, es decir,
la mayoria de sus elementos son no nulos.

Para matrices en las que la mayoria de sus elementos son ceros, que son llamadas
ralas o poco densas (sparse), es mas comin utilizar métodos iterativos. Con
estos métodos se pretende aproximar la soluciéon del sistema Ax = b, no se pretende
encontrarla exactamente. Son especialmente tutiles cuando las matrices son grandes
y ralas. Recomendamos |Layton| para apreciar el efecto llamado Maldicién de la
dimensién (Curse of dimensionality) que es el que obliga a recurrir a estrategias
iterativas y [AM| para una introduccion a estos métodos.

En [SV] hay un recuento histérico sobre métodos iterativos escrito por dos de los
principales investigadores del tema. Se reportan avances en el tema realizados durante
el siglo XX. Para una historia de los métodos directos y en particular de la eliminaciéon
de Gauss, recomendamos la monografia que Carl D. Meyer ofrece en su pagina web
http:/ /meyer.math.ncsu.edu/Meyer/PS Files/GaussianEliminationHistory.pdf

Para escribir este capitulo se consultaron [I], [L], [M] y [Ortega].

4.1. Eliminaciéon de Gauss

Sean A € R™" x b € R". Interesa conocer condiciones necesarias y suficientes
para existencia y unicidad de soluciones para el sistema

Az = b, (4.1)
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Escrito por filas, el sistema (4.1]) es
Z&ijl'j :bz, 1= ].,’)’L (42)
j=1

Introducimos la eliminacién de Gauss por medio de la demostracion de un teorema
central a la manera clasica de |[Ortegal.

Teorema 4.1. Sidet (A) # 0 entonces el sistema (4.1) tiene una tinica solucion.

Demostracion. Empezamos demostrando que existe una solucién. Supongamos que
ap1 # 0. Multiplicamos la primera ecuaciéon de (E2) por ajj'ag; y la sustraemos de
la segunda ecuacién. Enseguida multiplicamos la primera ecuacién por ajjas y la
sustraemos de la tercera ecuaciéon. Continuamos en esta forma hasta llegar al sistema

a1 + a12T9 + -+ AQipnly, = bl
(1) (1) (1)
a3y T2 + -+ 4+ ay, T, = b
22. 2 2 . 2 (4.3)
a%)xg + o+ al, = oY

donde los (1)’ s en los superindices indican que pudieron haber cambiado. El resultado
es que se eliminé la incognita z; de las Gltimas n—1 ecuaciones. El sistema modificado
([43) y el sistema (4.2) tienen el mismo vector z como solucion. Enseguida suponemos
que a§12) # 0 y repetimos el mismo proceso para el sistema de n — 1 ecuaciones con
n — 1 incognitas para eliminar la incégnita x, de las tltimas n — 2 ecuaciones. La
repeticion de este procedimiento lleva a un sistema con matriz triangular que tiene
la siguiente forma:

a1y +a12x2 - Fa1pT, = by
(1) (1) (1)
A3y Ty -+ +ay, T, = b
27 2 2 (4.4)
Vg, = By

El sistema modificado (4.4]) y el sistema (4.2]) tienen el mismo vector x como solucion.
Finalmente, suponemos que aln Y # 0. De la tdltima ecuacion en (44 despejamos
para obtener el valor de z,. Conocido z,, de la peniltima ecuacién, encontramos
el valor de x,_;. Continuamos este procedimiento de sustitucion regresiva (back-
substitution) y obtenemos el vector x que es solucion del sistema (4.4 y por tanto
del sistema original (£.2]). Como en cada uno de los pasos de sustitucion regresiva la
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solucion obtenida es tinica, entonces encontramos una tnica soluciéon para el sistema
(4.2)) siempre que los elementos a1, aglz), e ,agffl),llamados pivotes, sean no nulos.
Concluimos la demostracion utilizando la hipotesis det (A) # 0 para garantizar que
siempre se pueden econtrar pivotes no nulos. Supongamos que a;; = 0. Buscamos en
la primera columna un elemento no nulo, digamos a;; e intercambiamos las filas 1 y
k en los dos lados de la igualdad ([A.2]). El elemento no nulo de la primera columna
existe porque si la columna fuera nula entonces det (A) = 0. El sistema con las filas
intercambiadas tiene la misma solucién x que el sistema original excepto el orden
de las componentes en el vector x. Mas precisamente, si pensamos en (4.2]) como un
sistema de n ecuaciones, el sistema con dos ecuaciones intercambiadas tiene las mis-
mas soluciones que el sistema original. Para considerar el analogo al sistema reducido
(4.3), hacemos el mismo razonamiento. Si ag? = 0, escogemos un elemento no nulo,
digamos alglz) con k > 2, e intercambiamos las filas 2 y k. La existencia del elemento no
nulo en las filas siguientes a la segunda de la segunda columna de (4.3)) se justifica de
nuevo por la hipotesis det (A) # 0. Si la columna 1 de la submatriz (n — 1) x (n — 1)
de A, consistente en las filas 2,...,n y las columnas 2, ..., n, fuera nula, entonces
el determinante de la submatriz seria 0 y por la expansion en cofactores (2.I]) para
la columna 1 de la matriz en ([A3]), se tendria det (A) = 0. Debe tenerse en cuenta
que si hay intercambios de filas el determinante cambia a lo sumo en el signo. Este
argumento se puede continuar y concluir que los pivotes agg_l), 1 =3,...,n s0n No

nulos o se pueden hacer no nulos por intercambio de filas. O

Enseguida relacionamos vectores canénicos con inversas de matrices y sistemas
lineales.

Consideremos de nuevo el sistema (4.I) y supongamos que det (A) # 0. Ahora
definamos n sistemas lineales

Az =, i=1,...,n. (4.5)

Basados en el teorema (Z.I]), estos sistemas tienen tinicas soluciones z(!) para cada

1. La matriz C' = (x(l)x(2) .. .x(")) que tiene estas soluciones como columnas, cumple
AC =1. (4.6)

Por numeral 7 de Teorema 210, 1 = det (/) = det (A) det (C) y como det (A) # 0
entonces det (C') # 0.

Lo que hacemos ahora es plantear sistemas de la forma (L) para la matriz C
que tiene determinante no nulo. Llegamos a una matriz X tal que

CX =1. (4.7)
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Al premultiplicar (47)) por A y usar asociatividad, encontramos que X = A. Recor-
dando la definicion y la unicidad de la inversa de una matriz, concluimos que C' =
A~!. De manera que hemos demostrado

Teorema 4.2. Sea A € R™". Si det (A) # 0 entonces A es no singular.

Nota 4.3. Si Ax = b y det (A) # 0, entonces el sistema tiene una inica solucion
dada por
r=A"b

Aunque de importancia tedrica, esta expresion no proporciona un método prdactico
para encontrar la solucion de una ecuacion lineal.

Teorema 4.4. Sea A € R"™™. Si A es no singular, entonces det (A) # 0.

Demostracidn. Suponemos que existe la inversa (tnica) A~! de A la cual cumple
AAT T =ATTA=1T.

Tomando determinante, 1 = det (/) = det (AA™!) = det (A) det (A™!). Ninguno de
estos factores puede ser nulo, en particular, det (A) # 0. O

4.2. Formulacion matricial de la eliminacion de Gauss

En esta seccion introducimos las factorizaciones A = LU y PA = LU con L
triangular inferior con unos en la diagonal, U triangular superior y P matriz de per-
mutacion. Estas factorizaciones sirven para formular matricialmente la eliminacion
de Gauss.

Empezamos por el caso mas sencillo de la eliminaciéon de Gauss, es decir, todos
los divisores en el proceso son no nulos y no se necesitan intercambios de filas. Los
computos que llevan al sistema ([A3]) se pueden escribir en términos de matrices como

LW Az = LWy,
donde
1
—l21 1

~l, 0 -~ 0 1
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Qi1 .
conly=—,1=2,...,n.
ai

El paso k se realiza por premultiplicaciéon por la matriz

1
0o .
0 1
L® = , (4.9)
~lht 1,k
0 0 —ly 0 1
k=1
donde l,k—m i=k+1,...,n
A,
El sistema triangular (£.4]) se puede escribir
LAz = Lb, con L =L"V...[@LO), (4.10)

La matriz L es triangular inferior con unos en su diagonal. Sea U la matriz
trlangular superior del sistema (). El trabajo anterior indica que LA = U. La
matriz L tiene determinante 1, por tanto es no singular. Su inversa L = L~ 'también
es triangular inferior con unos en su diagonal y cumple que

A=LU. (4.11)

En [L.1.2] numeral [, definimos matriz de permutacioén y ese es precisamente el
concepto que requerimos ahora. Si P es una matriz de permutacion, se puede pensar
de P como la matriz que se obtiene de la identidad I por permutacion de dos de sus
filas, digamos las filas j y k. El producto PA es la matriz que se obtiene de A por
intercambio de sus filas j y k.

Volvemos a la eliminaciéon de Gauss y su formulaciéon matricial. Si un divisor es
cero, se necesita un intercambio de filas de A. Supongamos que a;; = 0 y que la
primera fila se debe intercambiar con la fila k. La nueva matriz es PMA, donde
P® es una matriz de permutaciéon. La matriz L) de (£S8) con los elementos de A
sustituidos por los de PMW A, premultiplica a PMA o sea LW PM A,

Para el segundo paso, si ag? = 0, se requiere una permutacion P® y el resultado
es P LM PW A, Finalmente se obtiene la expresion similar a (E10) dada por

LAz =1Lb, L= L0Ype-D... .12 peLHpH (4.12)
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En esta expresion P = I si no se requirié intercambio en dicho paso. Las
matrices L® son triangulares inferiores con unos en la diagonal pero L no tiene que
ser triangular inferior. Lo que si se sabe es que L es invertible por ser producto de
matrices invertibles y entonces se puede escribir

A=L"U (4.13)
que es analogo a (A1) aunque L~ no tiene que ser triangular inferior.

Teorema 4.5. Si A es una matriz invertible de R™"*"™ entonces existe una matriz de
permutacion P tal que

PA=LU (4.14)

donde L es triangular inferior con unos en la diagonal y U es triangular inferior.

Demostracion. Supongamos que en el paso ¢ se requiere intercambio con la fila k. Si
a la matriz original A se le hubieran intercambiado las filas ¢ y k£ antes de empezar
la eliminacion, en el paso ¢ habriamos encontrado el elemento diagonal no nulo que
requerimos. La estrategia es entonces la siguiente: Realicemos la eliminacion de Gauss
completa en la matriz A y registremos los intercambios de fila que se necesitaron.
Agrupemos dichos intercambios en la matriz de permutacion P. El resultado de la
eliminaciéon con intercambios es el mismo que el de la eliminaciéon sin intercambios
pero realizado a la matriz PA. Por tanto

PA=LU.
U
4 4 4 4
. 2 2 2 2 S .
Ejemplo 4.6. Sea A = 1010 | En la eliminacion de Gauss se necesita
1111

intercambiar filas 2 y 3 para poder finalizarla. Sea

o O O
O = OO
o O = O
_— o O O



4.3. NOTA MATLAB 39

El producto PA es

4 4 4 4
1010
pA= 2 2 2 2
1111
y la eliminacion de Gauss de PA no requiere intercambios y usa los multiplicadores
ly; = —i, l31 = —% yly = —i. Dicha eliminacion lleva a la matriz
4 4 4 4
U— 0 -1 0 -1
Por tanto
1
1/4 1
m
L= 1/2 0 1
1/4 0 0 1

es tal que PA = LMWU.

Nota 4.7. Se acostumbra omitir los elementos nulos de las matrices siempre que no
haya confusion.

4.3. Nota MATLAB

Tomado de la ayuda de MATLAB al invocar doc 1lu

a=11,2,3;4,5,6;7,8,0];
[, u, p] = lu(a);

Las matrices que resultan son:

1 78 0 001
=1 17 1 . u= 6/7 3|, p=|100
4/7 1/2 1 9/2 010

Notese que se hubiera podido realizar eliminaciéon de Gauss sin intercambio de filas.
Aqui aparecen intercambios debido a la estrategia de pivoteo parcial.



40 CAPITULO 4. SISTEMAS LINEALES

4.4. Invertibilidad

Terminamos esta seccién con algunas equivalencias para invertibilidad de matri-
ces.

Teorema 4.8. Sean A € R™"™. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. det (A) # 0.

Hay una matriz n x n denotada A~ tal que AA™ = A=A = 1.

Ax = b tiene una unica solucion para todo b € R™.

Az = 0 tiene solamente la solucion trivial x = 0.

Las columnas (filas) de A son linealmente independientes.

Demostracion. Ya se demostro la equivalencia de 1. y 2. y que 1. implica 3. Ademés,
4. es un caso particular de 3. Veamos la equivalencia de 4. y 5. para columnas.
Escribimos A por columnas en la forma

A= (A*l A*2 A*n) .

La ecuaciéon Ax = 0 se escribe
n
i=1

Si se cumple 4. entonces las columnas de A son linealmente independientes. Recipro-
camente, si las columnas de A son LI entonces Ax = 0 tiene una tnica solucién que
es la trivial x = 0.

La condicion para las filas es consecuencia de la igualdad det (A) = det (A”) . Fina-
lizamos la demostracion probando que 4. implica 1. Supongamos que se cumple 4.
pero det (A) = 0. Por ser nulo el determinante, el proceso de eliminacion de Gauss
lleva a una matriz reducida de la forma

% e e %k o . o . b3

o w A 4 B

)
[
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Los asteriscos indican elementos que pueden ser no nulos y en la columna k — ésima
el elemento diagonal y todos los que hay debajo son cero. Notese que si k = 1, la
primera columna de A es nula y asi Ae; = 0, lo cual contradice 4. Por consiguiente
k> 2.

La matriz A% es triangular superior, invertible, de tamafio (k —1) x (k—1), a es
un vector de tamafio (k—1), Bes (k—1)x(n—k)yCes (n—k+1)x (n—k).
El sistema AWz = g tiene solucién ™), por tanto

AO o B x<11> A —q )
0 0 C _o - 0 o

Esto significa que hay un vector no nulo z tal que Az = 0. Pero, de acuerdo con

@12, )
A= &0 pk=1) 1) pA) 4

donde las matrices L) son las matrices triangulares inferiores y las matrices P® son
las matrices de permutacion que surgen en la eliminacién de Gauss. Tenemos:

0= A7 = =D p=1) 1 (1) p) g7

Como las matrices L) y P® son invertibles, entonces AZ = 0. Como Z # 0, esto es
una contradiccion. 0

Nota 4.9. Hay otras equivalencias para la no singularidad de una matriz y también
hay otros métodos de demostracion, por ejemplo aquellos basados en valores propios.

4.5. Nota MATLAB

a = [4,4,4,4;2,2,2,2;1,0,1,0;1,1,1,1];

[1,u,p] = lu(a);

Este codigo MATLAB permite encontrar las matrices que aparecen arriba. Debe
tenerse en cuenta que la rutina 1u de MATLAB aplica por defecto la estrategia de
pivoteo parcial que consiste en que en la j — ésima columna, de la posicion (7, 7)
hacia abajo, se escoge como pivote el primer elemento no nulo que tiene el mayor
valor absoluto de esa parte de la columna.
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Capitulo 5

Forma escalonada reducida y rango

Este capitulo trata de eliminaciéon de Gauss para matrices rectangulares y para
matrices cuadradas que no tienen que ser invertibles. Empezamos con la forma esca-
lonada por filas y la definicion de las tres operaciones elementales fila de las cuales dos
se han usado ya antes. Después llegamos a la forma escalonada reducida por filas a
la definicién de rango que es una de las que maés se usaran en el resto del manuscrito.
Para escribir este capitulo consultamos principalmente [M]|, [L] y [Ortegal.

Consideremos A € R™*". En el caso rectangular también podemos aplicar eli-
minacion de Gauss con intercambio de filas pero se puede presentar la situacion
siguiente: el elemento diagonal es cero y todos los elementos debajo de él en la mis-
ma columna también son nulos. En tal caso, se debe pasar a la siguiente columna en
la misma fila y continuar el proceso. Se llega a la siguiente eliminacién modificada
de Gauss:

Suponga que U es la matriz que se obtiene después de completar ¢ — 1 pasos de
la eliminacion. Para ejecutar el paso ¢ — ésimo, se siguen las siguientes instrucciones:

1. Mirando de izquierda a derecha en U, localizar la primera columna que contiene
un elemento no nulo en la fila 7 o debajo de ella. La llamamos U.;.

2. El pivote para el paso i es el elemento de la posicion (i, j) .

3. De ser necesario, se intercambia la fila ¢ con una fila inferior para traer un
namero distinto de cero a la posicion (i, j) y después, se anulan los elementos
de las posiciones inferiores a la del pivote (i, j) .

4. Silai—ésima fila de U y todas las que estan debajo son nulas, el proceso esta
completo.

43
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Definicién 5.1. Se dice que una matriz A € R™*", con filas A;. y columnas A,;, estd

en forma escalonada por filas (row echelon form), si se cumplen las dos condiciones
siquientes:

1. Si A, es una fila nula, entonces todas las filas debagjo de ella también son nulas.

2. Si el primer elemento no nulo de A;, estd en la posicion j, entonces todos los
elementos debajo de la posicion i en las columnas Ay, Asa, ..., Ayj son nulos.

Las matrices en forma escalonada por filas tienen la siguiente forma:

ko ok ok
*

* X X
* Kk ¥
* Xk ¥
* X X X
* Xk X X

5.1. Operaciones elementales

Sea A € R™*". Las siguientes operaciones sobre las filas A;, de A se denomi-
nan operaciones elementales. Se pueden definir las operaciones analogas sobre las
columnas de la matriz.

1. E1: Intercambio de las filas 7 y j.
2. E2: Reemplazar la fila ¢ por un multiplo escalar no nulo de ella misma.

3. E3: Reemplazar la fila j por A;, + 8A;. con 5 # 0.

Nota 5.2. Hasta ahora hemos utilizado operaciones E1 y E3 en la eliminacion de
Gauss y en la construccion de formas escalonadas por filas. Para llegar a formas
escalonadas reducidas por filas, necesitamos también operaciones de tipo E2.

Definicion 5.3. Una matriz A € R™ " estd en forma escalonada reducida por filas
(reduced row echelon form) si se cumplen las siguientes condiciones:

1. A esta en forma escalonada por filas.

2. El primer elemento de cada fila no nula es un uno.



5.2. MATRICES ELEMENTALES 45

3. Todos los elementos encima de cada pivote en su misma columna son ceros.

Las matrices en forma escalonada reducida por filas tienen la siguiente forma:

1 = 0 0 % x 0 x
1 0 « = 0 =
1 * x 0 =
1 %
12 3 3
Ejemplo 5.4. Sea A = 2 4 6 9 |. Usando solamente operaciones elemen-
2 6 76

tales de tipo E1 y E3, realizamos el siguiente proceso de eliminacion que no tiene
estrategias de pivoteo:

1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3 3
246 9] —(10003]—102120
2 6 76 0210 000 3

Para obtener la forma escalonada reducida, hacemos lo siguiente:

O = O

1 1 2 0
0 —(o0o11/20
0 0 0 1

S NN
S = W
w o W
O =N

3
1/2
0

w o W

1
— | 0
0
Aqui usamos operaciones elementales de tipos E2 y ES3.

Nota 5.5. Para una matriz invertible A su forma escalonada reducida es la matriz
identidad. El proceso de eliminacion en este caso se denomina de Gauss Jordan. Se
caracteriza por la utilizacion de operaciones E2 para la obtencion de los unos de la
diagonal.

5.2. Matrices elementales

Las matrices de la forma

I —w’, (5.1)
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con u y v vectores de R” tales que vTu # 1, se denominan matrices elementales.
Siempre son invertibles, sus inversas tienen la forma

U’UT

-1
([—U'UT) :]—m

(5.2)
y por tanto también son matrices elementales.

La relacion de estas matrices con las operaciones elementales definidas en (5.])
es la siguiente: El resultado de realizar una operacion elemental de alguno de los tres
tipos en la matriz identidad, es una matriz elemental. Para ilustrarlo, proponemos
lo que ocurre con matrices 3 x 3.

1. Al realizar una operacion E1 en I, consistente en intercambiar filas 1 y 2, se
obtiene

S —

o = O

1
0
0

O O

y SW =T — ", donde v = e, — es.

2. Al realizar una operacion E2 en I, consistente en multiplicar su segunda fila
por un escalar 3, se obtiene

S —

o O =
oL O
—_— o O

yS® =T—(1-78)epel.

3. Al realizar una operacion E3 en I, consistente en tomar [ veces la fila 1 y
sumarla a la fila 3, se obtiene

S0 —

W O
o = O
_ O O

y S®) =T 4 Begel’.
Proposicion 5.6. Propiedades de las matrices elementales

1. St una matriz A se pre-multiplica por una matriz elemental () la matriz re-
sultante es la matriz A con sus filas modificadas de acuerdo con la operacion
elemental asociada con Q).
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2. Si una matriz A se post-multiplica por una matriz elemental Q), la matriz resul-
tante es A con sus columnas modificadas de acuerdo con la operacion elemental
asociada a Q.

Teorema 5.7. La matriz cuadrada A es invertible si y solo si es un producto de
matrices elementales.

Demostracion. Si A es invertible, entonces por medio de eliminacion de Gauss Jordan
(Nota [55) en la que se usan solamente operaciones elementales fila se puede llegar
a la matriz identidad. Si las matrices elementales asociadas con esas operaciones
elementales se denotan ();, entonces

I= Qk@k—1 e 'QleA-

Por tanto A = (QQp_1--- @2Q1) " = Q7'Q5" - Q' que es un producto de ma-
trices elementales. O

Definicién 5.8. Equivalencia

St una matriz B se puede obtener de una matriz A por medio de operaciones ele-
mentales fila y columna se escribe A ~ B y se dice que A es equivalente a B. Esto
lo podemos reescribir asi: A ~ B si y solo si hay matrices invertibles Q)1 y Qo tales

que Q1AQ- = B.

Nota 5.9. 1. Si todas las operaciones elementales se hacen en las filas entonces
Q2> = I y si todas las operaciones elementales se hacen en las columnas entonces

Q=1
Como las matrices Q1 y Q2 son invertibles entonces A ~ B si y solo si B ~ A.

También se da A ~ A.

Finalmente, también se da la transitividad A~ B yB ~C = A~ C.

5. Los tres numerales anteriores indican que ~ es una relacion de equivalencia.

Proposicion 5.10. Para cada matriz A € R™*™ hay una inica forma escalonada
reducida por filas. Se denota F 4.

Demostracion. La demostracion puede leerse en el Example 3.9.2 de [M]. O

Nota 5.11. La unicidad de la forma escalonada reducida de A implica la unicidad de
las posiciones para los pivotes y por tanto también quedan univocamente determina-
dos el nimero de pivotes y el numero de columnas de A que contienen las posiciones
de los pivotes.
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Definiciéon 5.12. A las columnas de A (Ea) que contienen las posiciones de los
pivotes se les llama columnas bdsicas de A (Es). A las demds columnas de A
(E4) se les llama columnas no bdsicas.

Definicion 5.13. Para cada matriz A € R™ "™ el numero de filas no nulas en su
forma escalonada reducida se denomina rango (rank) de A y se denota rank (A) .

Nota 5.14. El rango es un protagonista en estas notas. Utilizaremos las siguientes
tqualdades:

rank (A) = mndmero de pivotes

numero de filas no nulas en Ey

= numero de columnas bdsicas de A.

5.3. Relacion entre columnas y filas

Proposicion 5.15. Si A ~ B por filas entonces las relaciones lineales entre columnas
de A también se dan entre las columnas de B. Es decir,

n n
B = E a;B,; sty solo si Ay, = E a; Ay
=1 j=1

En particular, las relaciones entre las columnas de A y E4 son las mismas de manera
que las columnas no bdasicas de A son combinaciones lineales de las columnas bdsicas
de A.

St A ~ B por columnas, entonces las relaciones lineales entre filas de A también se
dan entre las filas de B.

Demostracion. Si A ~ B por filas entonces QA = B para una matriz invertible Q).
La j — ésima columna de B es

B =(QA4),; = QA
Luego, si
A*k = ZajA*j
j=1

entonces

QA = ZanA*j

7j=1
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que corresponde a

n
i=1

n

Reciprocamente, si B, = E ; B, entonces la multiplicacion por Q! lleva a A, =
j=1

j=1

Nota 5.16. Para A y E4 la situacion es: Cada columna no bdsica F, de E4 es
una combinacion lineal de las j columnas bdsicas que hay a la izquierda de FE..
Los coeficientes que se mecesitan son las primeras j componentes de ... Por la
proposicion anterior también es verdadero lo siguiente:

Cada columna no bdsica Ay, de A es una combinacion lineal de las j columnas bdsicas
que hay a la izquierda de A.x. Los coeficientes que se mecesitan son las primeras j
componentes de Fiy.

Corolario 5.17. Sea A € R™*". Las columnas bdsicas de A son un conjunto LI.

Demostracion. Escribimos a A por columnas
A= (A Ay... A)

y suponemos que el conjunto de columnas basicas de A es {A,,4,,,...,4,,}. El

conjunto correspondiente en E4 es {Qry, Qryy .o, Qr, }- a

Demostracion. Sea i
0="> BiA,
i=1

una CL del cero con las columnas béasicas de A. Por proposicién anterior, 0 =
k

ZBZQ”. Por el desfase de los unos en E4, esto obliga §; = 0 para todo i. O
i=1
Notese que si la matriz A € R™ ™ se escribe por columnas, es decir, A =

(A1 Ay A,) y T es el conjunto de las columnas basicas de A, entonces Sg (T') =
Sg ({Al, AQ, ceey An}) .

Definiciéon 5.18. Sea A = (A; Ay A,) € R™™. El subespacio de R™ dado por
Sg({A1, As, ..., An}) se denomina rango (range) de A o espacio columna de A o
imagen de A y se denota R (A). Por corolario 517, dim R (A) = rank (A).



50 CAPITULO 5. FORMA ESCALONADA REDUCIDA Y RANGO

n 1

Nota 5.19. Si w € R(A) entonces w = erAj = Ar donder = | : . Esto
Jj=1 Tn

explica el nombre imagen de la definicion anterior.

5.4. Forma normal del rango

Utilizando operaciones elementales fila y columna, se puede demostrar lo siguien-
te:

Proposicion 5.20. Si A € R™*" con rank (A) = r, entonces
I, 0
()

N, se denomina forma normal del rango (rank normal form). Es la matriz mds
simplificada a la que se puede llegar por medio de operaciones elementales.

Demostracion. Se sabe que A ~ E 4 por filas y esto significa que existe una matriz no
singular P tal que PA = E 4. Las r columnas béasicas de F4 son vectores canénicos.
Si se intercambian columnas hasta que estos vectores canénicos queden en la posicion
superior izquierda, es porque hay una matriz no singular (); tal que

PAleEA@F({; j(‘f)

Al multiplicar ambos lados por

I, —M
%:(0 B )

(5 %) (5 1)-(54)

Es decir, A ~ N,. O

llegamos a

Terminamos este capitulo con dos proposiciones que facilitan el trabajo con el
rango.
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Proposicion 5.21. Si A y B son matrices m X n entonces:

1. A ~ B siy solo si rank (A) = rank (B). En particular, multiplicacion por
matriz invertible genera una matriz con el mismo rango (rank).

2. A~ B por filas si y solo si F4 = Fp.

3. A ~ B por columnas si y solo si Eyr = Epr.
Demostracion. Ver [M| pag. 138. O

Proposicion 5.22. La trasposicion no cambia el rango. Es decir, si A es una matriz
m X n entonces

rank (A) = rank (A") y rank (A) = rank (A*).

Demostracion. Ver [M| pag. 139. O
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Capitulo 6

Matrices y transformaciones lineales

Las transformaciones lineales, también llamadas funciones lineales, operadores li-
neales y homomorfismos, son las funciones entre espacios vectoriales que respetan la
suma y el producto por escalar. Veremos que las matrices se pueden identificar como
transformaciones lineales aunque el estudio de matrices se puede hacer sin recurrir a
dicha identificacion (ver por ejemplo, [I].) Nuestra aproximacion esta basada en [L] y
también consultamos [M] y [Ortegal. Los principales temas que tratamos son: defini-
cion, representacion matricial de una transformacion lineal y los cuatro subespacios
fundamentales de una transformacion lineal y por tanto de una matriz.

Antes de empezar el desarrollo del tema, advertimos que siempre que mencione-
mos un espacio vectorial sera de dimensién finita y el campo asociado sera el de los
numeros reales.

6.1. Definicién

Sean V' y W espacios vectoriales. Entonces T': V' — W es una transformacion
lineal (TL) de V a W si se cumple

T (Bx + py) = BT (x) + pT (y) para todo 3,p € Ry todo z,y € V.

Ejemplo 6.1. 1. La funcion 0 : V. — W tal que para todo v € V, 0(v) =0 es
una TL.

2. La funcion idéntica i : V — V tal que para todo v € V, i (v) = v es una TL.

3. Sea A € R™" y sea T : R" — R™ definida asi: T (v) = Av es una transfor-
macidn lineal pues T (Bx + py) = A (Bx + py) = BAx+pAy = BT (z)+pT (y) .

593
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Cuando no hay confusion, se omite el paréntesis en T (v) y se escribe simplemente
Tv.

6.2. Representacién matricial
Sea T': R — R™ una TL y supongamos que By = {Vi,V,,...,V,,} v By =

{Wy, W, ..., W,} son bases de R" y R™ respectivamente. Definimos la representacion
matricial de T" en las bases By y By como la matriz A € R"™*"

aip - Qip
A=| : (6.1)
Am1 = Omn
cuyas componentes cumplen que TV, = ZakiWk para cadat=1,...,n. Es decir, la
k=1

columna 7 — ésima de A esta conformada por los (tnicos) coeficientes que permiten
escribir T'V; como combinacion lineal de los elementos de la base By de R™. Definamos
las matrices de las bases asi:

C=WV V...V, F=W; Wy...W,)
y denotemos A,; a la columna i — ésima de A, es decir,

a1

Puede verse que TV; = FA,;.
Por supuesto la matriz A depende de las bases By y Bs. Ademés, dado un vector
v € R, con escritura (tnica) en términos de la base B; dada por

v=> pV;
j=1

entonces Tv queda determinado por el valor de 7" en los elementos de la base ya que

n P1
Tv = ijTVj. Denotemos = = : . Entonces v = Cz y

j=1 pn

TCx=Tv=>Y pTV;i=> piFA;=FY pjA,;=FAr. (6.2)

J=1 J=1 J=1
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Como esto es vélido para todo = pues es valido para todo v, deseariamos concluir que
TC esigual a F A, pero debemos ser cuidadosos pues no disponemos de una definicion
para T'C. Si las bases B; y Bs son las bases candnicas respectivas, entonces C' y F
son matrices identidad y la igualdad que nos gustaria obtener es T' = A pero de
nuevo, falta significado para una igualdad como ésta.

La forma correcta de considerar a las matrices como transformaciones lineales es
a través de la transformacion lineal 7" definida en el numeral [3] del ejemplo como
Tv = Av. A esta TL también la llamamos A y se habla indistintamente de la matriz
A o de la transformacion lineal A. Afortunadamente pensar en A como TL y como
matriz casi nunca genera confusiéon. A manera de resumen proponemos la siguiente
equivalencia:

AeR™" «— A:R" — R™ es la TL que a cada x € R" asigna Ax. (6.3)

6.3. Composiciéon y subespacios asociados

6.3.1. Composicion de transformaciones lineales

Sean A € R™*" B € R™*P con sus transformaciones lineales asociadas

A: R* — R™ B: RF — R»
xl—>Axy rz +—— Bz’

La composicion de A y B, que esquematicamente se acostumbra escribir

B A
RP — R* — R™
r +— Bxr +~—— ABuz,

es la TL
C

R — R™
z +—— (Cxz= ABz.

La matriz de la TL C es AB.

6.3.2. Subespacios asociados

Sea A : R® — R™ la transformacion lineal asociada con la matriz A € R™*"™,
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Definiciéon 6.2. El rango de A, denotado R (A), es
R(A) ={w e R™:w = Av para algin v € R"}. (6.4)

Esta definicion coincide con la definicion 218 pues los vectores de la forma Av son
las combinaciones lineales de las columnas de A.

Definiciéon 6.3. El espacio nulo de A, denotado ker (A), es
ker (A) ={v e R": Av =0}.
Al espacio nulo de A también se le llama nicleo (kernel) de A.

Teorema 6.4. El rango de A es un subespacio de R™ y el espacio nulo de A es un
subespacio de R".

Demostracion. Sean w,z € R(A) y sean x,y € R" tales que Arx = w y Ay = 2.
Entonces aw + 8z = aAx + fAy = A (ax + By) . Luego aw + 2z € R(A).

Para el espacio nulo, sean z,w € ker (A). Entonces Az =0y Aw = 0. El elemento
az + Pw es tal que A(az + fw) = aAz + fAw = 0+ 0 = 0. Luego az + fw €
ker (A). O

6.4. Ortogonalidad

Sea R = {V1,Vs,...,Vi} un subconjunto de vectores no nulos de R™. Se dice que
R es ortogonal si V;"'V; = 0 para i # j y ortonormal si V;"V; = §,;, donde §;; es
el delta de Kronecker, es decir,

5 — 1siz =y,
Y| 0sid#£ g

Definicion 6.5. Sea S un subespacio de R™. El complemento ortogonal de S,
denotado S*, se define asi:

SL:{UER”:UTs:Opam todoseS}.
Teorema 6.6. Sean R, S subespacios de R". Entonces

1. El complemento ortogonal de S es un subespacio de R™.

2. S@ St =R".
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3. (S9) = 5.
4. R es un subespacio de S si y solo si ST es un subespacio de R*.
5 (R+S)" =Rtnst.
6. (RNS)" = R- + 5+
Teorema 6.7. Sea A:R" — R™. Entonces
1. ker (A)" = R (AT).
2. R(A)" = ker (AT).

Demostracion. Demostremos la parte 2. z € R(A)" <= (Ay)" & = 0 para todo y
= yT ATz = 0 para todo y <= ATz = 0 <= x € ker (A7). O

6.5. Cuatro subespacios fundamentales

Los cuatro subespacios fundamentales de la transformacion lineal A : R® — R™
de rango rank (A) = r, son: R(A), R(A)", ker (A) y ker (A)". Por teorema [B.7
teorema [6.6] y proposicion [5.22]

r=dimR(A) = dim R (A”) = dimker (A)*

n —r =dim R (A)" = dim ker (AT).
Teorema 6.8. Sea A : R" — R™. Entonces
n = dimker (A) + rank (A) = dimker (A) + dim R (A).

Demostracion. Por teorema 6.6, n = dim ker (A) 4 dimker (4)" . Por teorema 6.7,
ker (A)" = R (AT) y por proposicion[5.22, dim R (A”) = dim R (A) = rank (4). O

Definicion 6.9. Sea A : R" — R™. Decimos que A es sobreyectiva o sobre si
R(A) = R™. Decimos que A es inyectiva o 1-1 si Axr = Ay — = = y para todo
par de vectores x,y en R™.

Una formulacion equivalente de inyectividad es: A es inyectiva si y solo si ker (A) =
{0} y por tanto dim ker (A) = 0.
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Teorema 6.10. Sean A € R™*" y B € R"*P. Entonces
1. R(AB) C R(A) y si B tiene filas LI entonces R(AB) = R(A).
2. ker (B) C ker (AB) y si A tiene columnas LI entonces ker (B) = ker (AB).

Demostracion. 1. Siy € R(AB),y = ABx y asiy € R(A). Si B tiene filas LI,
BT tiene columnas LI.

rank (B) = rank (B") =n

y por tanto R (B) = R". Siy € R(A) entonces y = Az para algin x € R" =
R(B)oseay € R(AB).

2. Sixz € ker(B), Bx = 0, luego ABx = 0y asi « € ker (AB). Si A tiene
columnas LI, R(A) = R", rank (A) = n y ker (A) = {0}. De manera que si
ABxz = 0 es porque Bx = 0.

U

Finalizamos este capitulo con las definiciones de valores y vectores propios que
seran importantes posteriormente.

6.6. Valores y vectores propios
Para una matriz cuadrada A, los escalares A y los vectores x # 0 que satisfacen
Ax = \x

se denominan valores y vectores propios de A respectivamente. Cada pareja (), )
se denomina par propio o pareja propia de A. El conjunto de todos los valores propios
de A se denomina Espectro de A y se denota o (A) . Se cumple:

1.
A€o (A) <= A— A essingular <= det (A — \I) = 0. (6.5)

{r #0: 2z €ker (A—A)}

es el conjunto de los vectores propios asociados con A. Al subespacio ker (A — A\I)
se le llama subespacio propio de A asociado con el valor propio \.
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En general el espectro de A contiene niimeros complejos aun en el caso en que A
sea real. Es que la busqueda de valores propios se hace resolviendo la ecuacion

pa(t) =det (A—A)=0 (6.6)
que es un polinomio en A con coeficientes reales si A es real y complejos si A es
compleja.

El polinomio (6.6) se denomina polinomio caracteristico de A.
Finalmente, el radio espectral de A, denotado p (A), se define como

p(A) =méx{|\: A€o (A)}, (6.7)

es decir, es el maximo valor absoluto o médulo en el espectro de A.

6.7. Nota MATLAB

a = gallery(’fiedler’,8,1:5);
[v,d] = eig(a); % valores y vectores propios
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Capitulo 7

Normas de vectores y matrices

En &lgebra lineal numérica es de especial importancia tener una idea del tamano
de una perturbaciéon o de un error. De hecho uno de los asuntos que se estudian es
el condicionamiento, es decir, si en un problema los datos se perturban, ;qué tan
grande es la diferencia entre la solucion exacta del problema y la soluciéon calculada?
Si esta diferencia se parece a la perturbacion en los datos, se habla de buen condicio-
namiento y si es muy grande en comparaciéon con la perturbacion, se habla de mal
condicionamiento.

Para medir vectores y matrices se usan normas. En este capitulo definimos y
describimos las principales normas. Para escribirlo consultamos principalmente [I],

IM] v [vdGl.

7.1. Valor absoluto
Si 8 € R su valor absoluto es

— 5781620
|5|_{ —f, s 5 <0.

Si 8 € C su valor absoluto o modulo se define asi: Sea = by + iby. Entonces,

8l = /6 +13 = /B8

donde 3 es el conjugado de f3, es decir, B = by — ibs.
El valor absoluto de ntimeros complejos o reales tiene las siguientes propiedades:

1. B # 0= |B] > 0. El valor absoluto es definido positivo.
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2. |aB| = |a| || . El valor absoluto es homogéneo.

3. la+ B| < |al+|B]. El valor absoluto satisface la desigualdad triangular.

7.2. Normas de vectores

La nocién de norma es la extension del valor absoluto para vectores.

7.2.1. Definicién

Sea N : C" — R. Entonces N es una norma vectorial si para todo z,y € C",
1. z#0 = N (x) > 0. La norma es definida positiva.
2. N (fz)=|B| N (z). La norma es homogénea.

3. N(z+y) <N (z)+ N (y). La norma satisface la desigualdad triangular.

7.2.2. Observaciones

1. La norma vectorial en R" se define de la misma manera.

2. Si N es una norma en C" o en R”, entonces N (0) = 0.

La segunda observacion se deriva de la propiedad 2 de la definiciéon de norma
vectorial [[.2.1] tomando como escalar al nimero 0. Debido a esto, es comiin ver que
la propiedad [ de la definicion [7.2.1] se reescriba asi:

N(x)>0yN(z)=0<=2=0.

La notaciéon mas comun para normas es |- .

7.2.3. Norma euclideana o norma 2 o 2-norma

[NIES

1], = (Z |f€z\2> = (a"2)* (7.1)

i=1
Para demostrar que (7.1)) es una norma vectorial se utiliza la desigualdad de Cauchy-
Schwarz.
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Teorema 7.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si x,y € C" entonces

=%yl <zl llyll, -
Demostracion. Se puede consultar por ejemplo en [vdG| Theorem 2.4. O
Teorema 7.2. La 2-norma es una norma vectorial
Demostracion. Sean z,y € C" y g € C.

1. Supongamos = # 0. Entonces alguna de sus componentes es no nula, digamos
1

zj #0. ||z, = (Z |£l?¢|2) > (|%'|2)% = |z;| > 0.
=1
2. ||Bzlly = (Z |5$i\2> = (Z\ﬁ\Q\mz) = (W\QZ\%P) = 8] |l -
=1 =1 =1

3. ||lz + y2||§ =(@+y) (rty) =2’y Tty +yy
< lzll5 + 2zl [yl + [[wlls = (=l + lylly)”

7.2.4. La norma 1 o 1-norma

n
lll, = | -
=1

7.2.5. La norma oco o norma uniforme

7.2.6. La norma p o p — norma

ol = (ZH)

D =
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Las normas 1 y 2 son casos particulares de la norma p. Demostrar que en efecto
son normas es un ejercicio que vale la pena intentar. Para demostrar que la norma p
satisface la desigualdad triangular se utiliza una desigualdad denominada de Holder.

Teorema 7.3. (Desigualdad de Hélder) Sean z,y € C" y % + % =1 para reales p, q
mayores que 1. Entonces

2"yl <[l llyll, -

Demostracion. Sugerimos ver el ejercicio 5.1.12 de [M]. O

7.3. Normas de matrices

La definicion de una norma matricial se enuncia de forma analoga a la de una
norma vectorial pero requiere de una condicién adicional.

7.3.1. Definicién

Sea N : C"™*" — R. Entonces N es una norma matricial si para todo A, B €
men’

—_

. A# 0= N(A) > 0. La norma es definida positiva.

ro

N (BA) = |B| N (A). La norma es homogénea.
3. N(A+ B) < N(A)+ N (B). La norma satisface la desigualdad triangular.

4. N(AB) < N(A)N (B). Propiedad submultiplicativa.

Asi como antes, la notacion usual para norma matricial es ||| . Ademas, tal como
lo discutimos después de la definicion [[L2.1] 1a propiedad 1. se puede reescribir asi:

|A|| >0y ||A|| =0siysolosi A=0.

Para matrices reales la definicion es analoga. La primera norma que definimos es
una generalizacion de la 2-norma vectorial.
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7.3.2. Norma de Frobenius

Si A € R™*" su norma de Frobenius se define asi:

Al = (z |aij\2) ~ (traza (A"A))}.
,J

donde la traza de A fue definida en [[.L1.4l Puede observarse que esta norma se pue-
de pensar como la norma 2 del vector obtenido al hacer un vector fila (columna)
consistente en todas las filas (columnas) de A, una enseguida de la otra.

7.3.3. Normas matriciales inducidas

Para normas vectoriales definidas en R™ y R” se puede definir una norma matri-

cial en R™*" de la siguiente manera:
[Al = méx || Az|, (7.2)
llell=1

donde A € R™" y x € R".

La existencia de este méximo se debe a que toda norma vectorial es una funcién
continua y el disco ||z]| = 1 de R™ es un conjunto cerrado y acotado. Mas detalles se
pueden encontrar en la seccion 5.1 de [M].

De la definicion (T2]) se puede deducir que para cualquier norma inducida se
cumple la siguiente condicién de compatibilidad

[Az]| < |AJ ]l - (7.3)

Entre las normas inducidas se destacan las que corresponden a las normas vec-
toriales 1, oo y 2. Todas ellas tienen expresiones alternativas a (.2) para su calculo
que se resumen asi:

Teorema 7.4. Para A € R™m*n

1.

llell, =1

m
Al = méx [|As], = mix Y Jay].
i=1

[l o =1

m
JAlLe = méx Az, = mix > Jag|.
j=1



66 CAPITULO 7. NORMAS DE VECTORES Y MATRICES

[A]ly = méx [|Az]l, = v/p(ATA).

llz]l;=1

Demostracion. Para demostraciones de estas igualdades recomendamos la seccion
5.2 de [M]. ]

7.4. Nota MATLAB

a = rand(8); % matriz cuadrada escogida de forma aleatoria

u = abs(3); % valor absoluto de numero real

k = complex(3,-4); % numero complejo 3 - 4i

t = abs(k); % valor absoluto o modulo

b = a(:,1);% vector con la primera columna de a

rl = norm(a,inf); % norma inf de a

r2 = norm(b,1); % norma 1 de b

r3 = norm(a); % norma 2 de a (es la norma por defecto en MATLAB)
r4 = norm(a,’fro’); % Norma de Frobenius
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Capitulo 8

Perturbaciones, errores y
condicionamiento

Cuando se consulta en Google la frase Garbage in garbage out (abreviada GIGO)
aparecen méas de 10 millones de resultados. El primero de ellos es el siguiente:

garbage in, garbage out

phrase of garbage

1.

used to express the idea that in computing and other spheres,
incorrect or poor quality input will always produce faulty output.

La frase garbage in, garbage out se puso de moda alrededor de 1960 y se referia
a todo tipo de errores, incluyendo errores en el programa de computador. En este
capitulo deseamos tratar ideas preliminares acerca de computos con datos inexactos
(perturbados.) Suponemos que los computos se hacen de forma exacta o con progra-
mas de computador correctamente escritos y que los errores (perturbaciones) en los
datos no se pueden evitar, ya sea porque vienen de algin proceso de aproximacion
previo o porque se agregaron artificialmente para imitar datos obtenidos en la vida
diaria por medio de instrumentos de medicién.

Distinguiremos dos categorias de matrices:

1. Matrices bien condicionadas: Algoritmos que se aplican a estas matrices
con datos perturbados stempre producen soluciones que son cercanas a las
soluciones exactas y las aproximan correctamente.

2. Matrices mal condicionadas: Cuando los diversos algoritmos se aplican a
a estas matrices con datos perturbados, pueden producir soluciones que son
lejanas a las soluciones exactas y que son inservibles como aproximaciones.
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Insistimos en que hay ocasiones en que las matrices mal condicionadas no causan
problemas en los computos y que la frase Garbage in garbage out no se puede aplicar
de forma general en este caso pero si sirve como motivaciéon y para que estemos
prevenidos.

Un concepto del anélisis numérico que se aplica mucho en algebra lineal numé-
rica es el de estabilidad. Se usa para calificar algoritmos asi como el concepto de
condicionamiento se aplica a matrices.

Trefethen y Bau en [TB| pag. 104 dicen:

A stable algorithm gives nearly the right answer to nearly the right question (Un
algoritmo estable da una respuesta casi igual a la correcta cuando la pregunta es casi
la misma que la original.)

Por su parte, Ipsen en [I| pag. 54 dice:

An algorithm is (very informally) numerically stable in exact arithmetic if each
step in the algorithm is not worse conditioned than the original problem. (Un al-
goritmo es, hablando informalmente, estable numéricamente en aritmética exacta si
cada paso del algoritmo no es mas mal condicionado que el problema original.)

No intentaremos dar definiciones para estabilidad pero advertimos que hay varias.
Nos quedaremos con las ideas expuestas en los dos libros citados arriba y confiamos
que sean suficientes.

En la redaccion de este capitulo utilizamos principalmente [I|, [vdG], [TB] y [Dal.
En este capitulo consideramos la propagacion de errores en suma, multiplicacion e
inversion de matrices y en sistemas de ecuaciones. En los siguientes capitulos regre-
saremos a este tema varias veces.

8.1. Errores absoluto y relativo

Definicion 8.1. Supongamos que el nimero real x* es una aproximacion del nimero
real x. Entonces:

1. El error absoluto en x* es |v — x*|.

r—z"
2. Six #0, el error relativo en x* es | 2] |
x
Ejemplo 8.2. Supongamos x = 10. El error absoluto que resulta de aproximar x con
el nimero x* = 10,2 es 0,2 y el error relativo es 0,02.
Supongamos ahora que x = 0,1. El error absoluto que resulta de aproximar x con el
numero x* = 0,2 es 0,1 y el error relativo es 1.
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8.2. Sistema lineal

Las definiciones de error se extienden a vectores y matrices pero en lugar de valor
absoluto se usan normas. Para observar propagacion de errores en datos, el caso méas
sencillo de estudiar es el de un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas
que corresponde a dos rectas en el plano. Si las rectas son casi paralelas se presenta
mal condicionamiento como lo muestra el ejemplo de la siguiente nota.

Nota 8.3. MATLAB

Pequenas perturbaciones pueden causar grandes efectos en las soluciones de los pro-
blemas modificados con respecto a la solucion exacta. El siguiente codigo trabaja con
un sistema lineal con una matriz 2 x 2 moderadamente mal condicionada.

a = [11/7,0.95 0.14];
ca = cond(a); % numero condicional de a
= [1;0]; % lado derecho
x = a\b; % solucion exacta
al = [1 1/7;1 0.14]; % matriz perturbada
x1 = al\b; % Solucion con a perturbada
eal = norm(x1-x); % error absoluto en x1
erl = norm(x1-x)/norm(x); % error relativo en x1
b2 = [1;-0.2]; % lado derecho perturbado
x2 = a\b2; % solucion con lado derecho perturbado
ea2 = norm(x2-x); % error absoluto en x2
er2 = norm(x2-x)/norm(x); % error relativo en x2
los_b = [b,b2]; % los dos vectores b
los x = [x x1 x2|; % las tres soluciones: x exacta, x1, x2
los_ea = [eal ea2]; % los dos errores absolutos
los_er = [erl er2|; % los dos errores relativos
yl = Q(x) 7*(1-x); % recta 1
y2 = Q(x) -(0.95/0.14)*x; % recta 2
xx = linspace(-100,100); % dominio
plot (xx,y1(xx),’1’,xx,y2(xx),’k-") % grafica
grid on
hold on
plot(x(1),x(2),’kd’,"MarkerSize’,12,"MarkerFaceColor’,[0.5,0.5,0.5],...
"MarkerEdgeColor’,’t")
plot(x1(1),x1(2),’ks’,’MarkerSize’,12,’MarkerFaceColor’,[0.5,0.5,0.5],...
"MarkerEdgeColor’,’b’)
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Dos rectas casi paralelas
800 T T

—recta 1
- - —-recta 2|1
X

B3 x1

600

400

200F R N b —— :

-200 § R S IO .
-400

-600

-100 -50 0 50 100

Figura 8.1: Mal condicionamiento

plot(x2(1),x2(2),’ko’,’"MarkerSize’,12,’MarkerFaceColor’,|0.5,0.5,0.5],...
"MarkerEdgeColor’,’g’)

legend('recta 1’,’recta 2’,’x’,’x1’,’x2’)

title("Dos rectas casi paralelas’)

% % %

K ) (<02 )]

| 32,6667 49 39,3333
05— 2216667 350 )\ —268,3333

los_ea = [577,4705 47 1405]
los_er = [2 5773 0,2104]

De estos resultados se puede concluir que perturbar esta matriz puede llevar a un
sistema con soluciéon que en nada aproxima a la soluciéon del sistema original. Una
perturbacion del vector del lado derecho gener6 un sistema con soluciéon menos lejana
a la solucion del sistema original.

En el codigo aparece el nimero de condiciéon de una matriz. Lo definimos a con-
tinuacion.
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Definiciéon 8.4. Para una norma matricial ||-|| dada, el nimero de condicion de una
matriz invertible A se define como cond (A) =k (A) = ||A||||A7Y| .

Veremos que este ntimero surge naturalmente en estudios de condicionamiento y
que 1 < Kk (A) < co. Mientras mayor es k (A) méas mal condicionada es la matriz.

8.3. Condicionamiento de normas matriciales

Las normas matriciales estan bien condicionadas en el siguiente sentido.
Proposicion 8.5. Si A, E € R™*™ entonces
1A+ Ell - [[Alll < [ E]l-
Demostracion. Por desigualdad triangular,
A+ E| <A+ E] y A+ Ell = [JAl < [|E].
Ahora, A= (A+E)—FEy
IAll < [[A+ El + || E]l

luego
— Bl < |A+El - [[Al-
O

De la proposiciéon anterior también podemos decir que prueba la continuidad de
la norma como funcién de las componentes de la matriz.

8.4. Suma y producto de matrices

Teorema 8.6. (Propagacion de perturbaciones en la suma de matrices) Sean U, V,U., V. €
R™ " tales que U, V,U +V son no nulas y U., V. se toman como perturbaciones de
U y V respectivamente. Entonces

U + Vo) = U+ VI, _[IUIL,+ IV,
1T+ VI, - U+ V,

méX{&?U,éfv} (81)

donde
U =Ul, Ve=V,

gy = Yyey = (82)
1l v,



74 CAPITULO 8. PERTURBACIONES, ERRORES Y CONDICIONAMIENTO

Demostracion. ||(Us + Vo) = (U + V)|, < U = U|l, + V- = V|,
= Ull,0 + VI, ev < (101, + V], ) méx{ev.2v} 0
Teorema 8.7. (Propagacion de perturbaciones en la multiplicacion de matrices)

Sean U,U. € R™™ y V. V. € R"™1 tales que U,V,UV son no nulas y como antes,
U., V. se toman como perturbaciones de U y V' respectivamente. Entonces

OV = OV, _ U1, VL,
v, = oV,

(ev +ev +epev) (8.3)

donde ey y ey estdn dados por (82).

Demostracion. Sean U, = U+E y V. = V+F. Entonces U.V.—UV = (U + E) (V + F)—
uv
= UF + EV + EF. Tomando normas, contando con desigualdad triangular y pro-
piedad submultiplicativa, llegamos a [|U.V. = UV, < [|U|, [IF, + IE], IV, +
|, |11l =

IFl, | 1B, | £, I,
1, 1V, (nvup + o, e, ||V||,,) ' =

Nota 8.8. Observamos:

1. En lo sucesivo, si no hay confusion, se suprime el subindice p de la norma.

IO+, 1TV,
U+vl, ovl,
suma y la multiplicacion respectivamente.

2. Los nimeros se denominan numeros de condicion para la

3. Los resultados (81) y (8.3) indican que el error que se genera al utilizar apro-
ximaciones de las matrices, es del mismo orden de magnitud que las perturba-
ctones en las matrices. Por extension a lo establecido anteriormente, se dice
que las operaciones suma y producto son bien condicionadas o son estables
con respecto a perturbaciones en los datos.

8.5. Invertir una matriz

Ahora interesa saber como se propagan los errores cuando se invierte una matriz.
Teorema 8.9. (Inversa de identidad perturbada) Si E € R™" y ||E|| < 1 entonces
I 4+ E es no singular y

1
— _<(I+4+E)7'<—mr0.
L+ E] 1—|E]
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Si ademds |E| < 3 entonces ||(I + E)~ H <2.
Demostracion. O

Supongamos ||E|| < 1 y trabajemos por absurdo. Si [+ E' es singular, hay un vector
x # 0 tal que (I + E)x = 0. De aqui se deduce ||z|| < ||[Ex| < ||E]| ||z]| < ||z] . Esto
es una contradiccion. Para el primer estimado hacemos lo siguiente:

I=(I+E)(I+E)™" (8.4)

1= |I|=||U+E)I+E) | <a+[ED|T+E)7".
Para la sequnda desigualdad, de (87)) obtenemos

I=(I+E)"'"+E(I+E)™"

1y por tanto
L= >[I+ E)7Y - |ET+E)|. (8.5)
(I+E) | <|E||(+E)" de donde

[T +B) | = [1B 1+ B)7 = ||+ B) 1H—||EIIHI+E i
=+ B~ = £l > 0.

Volvemos a (83),
L=l = ([ +E) | = B+ B
=T+ B - EU+E)

= ||+ E)” H (1—1E]|).

Finalmente, si |E|| < entonces 1 — ||E|| > § y por tanto < 2.

1- IIEII

Para matrices generales se tiene:

Teorema 8.10. Sea A € R™ " no singular y sea E € R™" tal que ||[A7'E| < 1.
Entonces, A+ E es invertible y
IA~Y]

I(A+B)7| < T A

Si ademds, ||[A7Y|| ||E|| < 1 entonces H A+ E)” H <2|A7Y.
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Demostracion. Escribimos A+ E = A(I + A7'E). Como ||A7'E|| < 1, el teorema
dice que I + A7'E es invertible y por tanto A + E también es invertible. Su

mnversa es

1

(A+E) ' =(A(I+A'E)) " = (I+A'E) AL,

La submultiplicatividad y el teorema 8.9 permiten concluir el resultado deseado. Para
la afirmacion final, basta tener en cuenta que [|[A™'E| < A [|E| < 3. O

Ya estamos listos para probar un teorema sobre el error que se comete cuando en
lugar de invertir una matriz A, se invierte una aproximacion de A dada por A + E.

Teorema 8.11. (Inversa de una matriz perturbada) Sea A € R™*™ no singular y sea
E € R™" tal que ||[A™'E|| < 1. Entonces,

A‘1E||
A+ FE — Al < [|A~ 1 |—
Joasmt - a < g LA EL
Ademds, si ||A7Y[|E| < 3, entonces
[(A+E)”" 1H
A LI
ET ()HM

donde v (A) = [|A] [|A~"]].
Demostracion. Llamemos F' = A™'E.

(A+E) — A = ([ +F) AL - A
—(I+F)'—1)A™
=—(I+F)'FA™

usando la igualdad I = (I + F)~' (I + F) . Por teorema 83

I+~ - a7 < ||+ B~ IFA™
FI

Al
<147l =yEy

Para la segunda parte, si [|[A7Y| [|E]| < %,

lCA+B) — ATt <2 Pl A
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pues [+ F)7) < 2. Pero [F] < A~ 1] = AL ]~ (2] v asi
l(A+B)" — A7 _ i 1B
<2||A|l||A” 8.6
T A 50
]

£
1Al
estimado ([88) dice que una cota para el error relativo en (A+ E)™" es un mailtiplo
del error relativo en A+ E. ;Qué maultiplo? 2k (A) . Por consiguiente, mientras mayor
sea k (A) mayor puede ser el error relativo en (A + E)~". Con razén al mimero  (A)
se le llama nimero de condicion para la matriz A.

Nota 8.12. Notemos que el nimero —— es el error relativo en A+ E. Por tanto el
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Capitulo 9

Condicionamiento y sistemas lineales

En este capitulo nos interesa estimar el efecto que tienen perturbaciones en la
matriz y/o el lado derecho de un sistema lineal sobre la solucion del sistema. La
estimacién depende del niimero de condicién de la matriz y sirve solamente para
advertir de una posible discrepancia significativa en la solucién del nuevo problema.

Sean A € R™ ™ no singular y b € R™. Por teorema [L.§ el sistema

Az =10 (9.1)

tiene una tnica solucion. Ahora, nos interesa considerar el sistema perturbado
(A+E)z=b+Tr (9.2)
y estimar el error en la nueva solucién z. En primer lugar estudiamos el caso en el que

A no ha sido perturbada y después consideramos el caso general. Para la escritura
tuvimos en cuenta principalmente los libros [I] y [A].

9.1. Lado derecho perturbado

Consideremos el sistema
Ay=b+r (9.3)

que interpretamos asi: b + r es una aproximacion de b. Si hacemos e = y —z y
restamos (@0.3)-(9.1]), obtenemos la ecuacion para el error que es

Ae=r. (9.4)
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Se dice que el error e satisface la misma ecuacién lineal pero con el residual r

lefl [l

como lado derecho. Notese que W W son los errores relativos en y y b+ r
respectivamente.
De (@d), ||r]| = ||Ae|]| < ||A]l|le]| y como e = A~r, entonces también |le] <

|A7||7]| . La primera desigualdad la dividimos por ||A|| ||z||, la segunda desigualdad
la dividimos por ||z|| y obtenemos

el llell Al
[A[zll = el =l

Enseguida usamos las desigualdades

ol < Al 2l y ll=ll < [[A]| 1o

y llegamos a

Lo iel o flell o 1y 7l
< < lAljjA” (9-5)
FATTAT ol = Tl 47 [
Con la notacién establecida  (A) = ||A]| |A™!||, vemos claramente que a mayor

tamano del nimero de condicion k (A) mayor es el rango en el que puede estar el
error relativo en y. Ademaés, la desigualdad (9.5]) también dice que el error relativo
en y esta acotado por dos multiplos constantes del error relativo en b+ r.

9.2. Caso general

El caso general (0.2) se desarrolla de forma similar. La suposicion que hacemos
es ||A7Y|E|l < 1 que implica ||[A~'E|| < 1, lo que garantiza que A+ E es invertible.
El resultado que se da en este caso es

A E
it = — gz (i + i) 0
1—k(A)
IA]]

De teorema [R. 10 sabemos
7 < |A~] A~
T L= [JATLE| T L= AT E

Ahora, de ([@.2)) si hacemos e = z — z, tenemos Az + Ex + (A + E)e = b+ r. Como
Ax = b, entonces

[(A+E)”

e=(A+E)" (r—Ez).
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Luego
lell = A+ B)" ¢ — Ea)|
<A+ E)7Y||Ir — Bzl
< = g 1+ I el
_lAnla (L, 150 )
- ]
RN ERAE
~ Al A
Luego
et (L L
el = 7 o TET \TAT 2l 114
LR
(A4 (Il 1E]
I (HbH " HAII) |
4]

De esta forma queda estimado el error relativo en z por medio de los errores relativos
en b+17yen A+ E. El coeficiente depende de x (A) y de la relacion ||A7| || E]] < 1

que corresponde a 1 — r (A )—HA” > 0. Si HA” 0,001 y k(A) = 900 entonces
A
<) 1B = 9000. De manera que existe la posibilidad de tener un rango amplio
1—k(A)
A

para el error relativo en z.

9.3. Estabilidad de métodos directos

La mayoria de los métodos directos para resolver sistemas lineales se basan en
factorizaciones como veremos en los capitulos finales de estas notas: LU, LLT, QR
son algunas de estas factorizaciones. El siguiente teorema analiza la propagacion del
error cuando la matriz del sistema esta factorizada. Se parte de la siguiente base:

Para el sistema Ax = b si A = 51S5;, con S7 y Sy invertibles, entonces el sistema
se resuelve por medio de dos sistemas lineales

Sly =b
Sgl’ =Y.
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El ejemplo que ya conocemos en estas notas es: A = LU. El sistema se resuelve
asl:

Teorema 9.1. Sean A € R™" no singular, b € R" no nulo y suponga que Ax = b.
Supongamos

IE]
A"—E 5152, A=

1Al

74
Siwy=b+ry, e1=

161l

T
SQZ:'y‘l"f’Q, E9 = M

1yl

Si |ATH|E|| < 5 entonces

Iz — |

7 <2k(A)(eater+e)

donde ) )
I 1

2 (1+¢€1).
RN

Demostracion. Ver Fact 3.14 de [I. O



Capitulo 10

Sistemas lineales especiales

La estructura de la matriz A en un sistema Az = b sugiere frecuentemente la
manera de resolver el sistema de una forma eficiente. El ejemplo més simple es cuan-
do la matriz A es triangular, ya sea superior o inferior. En esos casos la eliminacion
de Gauss se reduce a una sustitucion regresiva (back substitution) o progresiva (for-
ward substitution) respectivamente. Cuando la matriz del sistema A se obtiene de
la discretizacion de ecuaciones diferenciales por diferencias finitas o por elementos
finitos, es muy comun que A sea de una de estas clases: diagonalmente dominante,
tridiagonal, tridiagonal por bloques o simétrica definida positiva. Para cada una de
ellas hay estrategias recomendadas para la solucion del sistema Ax = b. Ademés, si
las ecuaciones diferenciales son no lineales, es de esperarse que se deba recurrir a un
método iterativo, por ejemplo, el método de Newton y que haya que resolver varios
sistemas lineales con matrices de algunas de las formas mencionadas arriba.

En este capitulo presentamos algunas matrices que vienen de discretizacion de
ecuaciones diferenciales. Para escribirlo utilizamos como referencias los libros [Dal,
IM], [KC] y [O] ademas de las notas de clase [Me]. No es casualidad que dos de estos
libros y las notas sean de andlisis numérico, es que estamos en un punto de gran
interaccion entre varias disciplinas.

10.1. Problemas con valores en la frontera

La primera fuente de matrices especiales que estudiamos corresponde a ecuaciones
diferenciales ordinarias. Nos interesa la soluciéon numeérica del siguiente problema:

y' = f () (10.1)
yla)=a, yb)=4

83
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Con unas condiciones de borde un poco mas generales y bajo ciertas hipotesis
sobre f y sus derivadas parciales f;, f, v f,, Herbert B. Keller prob6 un teorema
de existencia y unicidad para el problema (I0.1]) que puede consultarse en la seccion
8.9 de [KC].

Hay un caso particular que es de interés, es el caso lineal dado por

V' =u)+ot)y+w®)y (10.2)
yla)=a, y(b) =45

Para discretizar las ecuaciones en los problemas (I0.1]) y (I0.2]), utilizamos dife-
rencias finitas, es decir, sustitucion de derivadas por diferencias a partir del Teorema
de Taylor, que es probablemente el teorema del calculo de mayor importancia en
analisis numeérico.

El intervalo [a,b] lo dividimos en n + 1 subintervalos [t;,t;41], ¢ = 0,...n, de
longitud uniforme h > 0. Aqui t; = a 4+ ih, 0 < i <n+ 1. La relacién entre h y n es
_b-a

Con+1
La variable continua y la sustituimos por la variable discreta Y, por tanto, Y; es la

aproximacion de y (¢;) . En los puntos interiores del dominio discreto, o sea de t; a
t,, las derivadas las sustituimos por las siguientes diferencias:

Yii =2V, +Yi

y" se cambia por

12
" se cambia por Yo = Yint
Yy P oh
Ademas, las condiciones de borde las imponemos asi: Yy = «, Y, = (. Las
versiones discretas de (I0.0]) y (10.2]) son:
Yo =« (10.3)
Yii—2Y,+Y; Yiei —Yio :
! h2+ +1:f<ti,1§,%) parai=1,...n
Yn—l—l = B
y
YYo=« (10.4)
Yioi =2Y;+Yin Yisi —Yia .
e :u,-+viYi+w,-Tparaz:1,...n

Yn+1 = 5)
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donde u; = u (t;), v =v (t;) y w; = w (t;) .
Antes de continuar introducimos un concepto de algebra lineal.

Definicion 10.1. Una matriz A € R™™ se dice que es estrictamente diagonalmente

dominante (EDD) si
lai| > lagl, i=1,...n. (10.5)
J#i
Proposicion 10.2. Si A € R™" es una matriz EDD entonces A es invertible.

Demostracion. Supongamos que A es EDD y que existe un vector = # 0 tal que
Az = 0. Sea

o] = ndx |l

n
Entonces |zx| > 0 y como Az = 0 entonces Zaijxj = 0 para ¢ = 1,...n. Luego
j=1

> anws| < laxl Y law]
ik ik
y esto contradice (I0.0). O

para k se tiene

k] |z =

10.1.1. Caso lineal

Continuamos con los problemas discretos (10.3)) y (I0.4)) pero empezamos con el
maés sencillo que es (I0.4]). Lo reordenamos

Yo=« (10.6)
—1—511)2 }/;_14- (2—|—h UZ)Y;—F —1+§w2 }/24_1:—}1, U, Zzl,...,n
Yn—l—l :ﬁv

y usamos las siguientes notaciones:

ai:—l—gwi parat=0,1,...,.n—1

d; =24 h%v; parai=1,...,n

h
ci:—1+§wi parat=1,...,n

bi = —h?u; parai=1,...,n.
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El sistema ([I0.6]) se escribe en forma de sistema tridiagonal

dl 1 le bl — Qo
ap d2 Co Yé b2
as d c . :
? ) ’ ’ = (10.7)
ap—2 dn—l Cn—1 bn—l
(p—1 dn Yn bn — Cnﬁ
. . g h , )
Si h es suficientemente pequeno de manera que §wi < 1 para todo ¢ y ademés
v; > 0 para todo 7, entonces la matriz del sistema es EDD ya que
h h
2+ PP > 2 = '—1 — Qi =1+ w
h h

Proposicion 10.3. El sistema (I0.73) tiene una tunica solucion.

Demostracion. Como la matriz del sistema es EDD, entonces es no singular por
proposicion 0.2 y la conclusién se sigue de teorema (4.8 O

10.1.2. Caso no lineal

Estamos interesados en la solucion numérica del problema (I0.3) que repetimos
aqui por comodidad

Yo =« (10.8)

Yioi —2Y;+Y; Yiei —Yio :
! h2+ +1:f<t-,1§,%) parai=1,...n

Yn+1 = B

Como la funcion f puede ser no lineal, planteamos una iteracién de Newton (|O]
chapter 8) para resolver numéricamente el sistema (I0.8) que reordenamos asi:

Yign —Yio .
F(Y)= Y1 +2Y;— Y1 + h*f <ti,lﬁ,%), t=1,...,m,

con Yo =ay Y1 = 8.
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La matriz jacobiana de F' es F” y el elemento (i,7) de F”’ es g—g.

ristica especial de F; que depende solamente de Y;_1,Y; v Y., entonces la matriz
jacobiana es tridiagonal y esta dada por

Por la caracte-

oF,  0h

Y] Y-

oF, 0F oF

)% Y- Y-

YOF 0F R

Y5 Y3 oYy
OFhn—1 OFn—1 OFp_1
OYn—2 0Yn—-1 oYy

n OFn
N1 OYn
Los elementos genéricos son:
Ok _ | o (, y Yin—Yia
0Y,-_1 2 8y’ 2h
8E af Yz’+1 - Yi—l
— o it (g v, S
oy, + oy ( 2h
OF; Yip1n —Yio
_ o hor (g Y — Y
0Y,~+1 2 8y’ 2h
en donde se sigue teniendo en cuenta que i =1,...,n, Yo=ay Y, = 0.

Recordemos que el método de Newton, en la iteracion k — ésima, resuelve el
sistema lineal
F'(Y®)Z=-F (y®)

y el nuevo iterado es Y 1) = Y (*) 7 Es decir, en cada iteracién para la solucion
numérica del problema con valores en la frontera (I0.]), se debe resolver un sistema
tridiagonal para el cual la eliminaciéon de Gauss es mucho mas sencilla.

10.2. Ecuacidon del calor

Esta seccion es una parte del capitulo 7 de [Me]. La ecuacion diferencial parcial
de tipo parabdlico mas sencilla es la ecuaciéon unidimensional
ou  O*u
—=—,a<x<b 10.9
ot Ox?’ ( )
La variable espacial = se toma en un intervalo [a, b] y la variable temporal ¢ se toma
en el intervalo semi-infinito [0, c0). Las condiciones de borde se definen para z = a 'y
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x = by para todo t. La condicién inicial se define para x € (a,b) y t = 0. La ecuacion
(I0.9) tiene validez en (a, b) x (0, 00) . Esta ecuaciéon da cuenta de procesos difusivos
lineales, por ejemplo, la conduccién de calor. Debido a ésto, muy frecuentemente nos
referimos a la variable dependiente como temperatura, aunque este modelo se puede
utilizar en muchos otros procesos.

Consideremos discretizaciones uniformes en espacio y tiempo dadas por

r;=a+th, 1=0,1,...yt;=jk, j=0,1,..

donde h y k son los tamanos de paso en las direcciones de espacio y tiempo respec-
tivamente. Ambos son reales positivos. Es conveniente definir también

_k
=75

r

10.2.1. Diferencias finitas

En todas las aproximaciones de diferencias finitas utilizamos la variable discreta
V! para representar la aproximacion de w en el punto de la malla (z;,t;) que se

b—

. ) a
calcula por medio del método numérico. Sea h = p— y supongamos que tenemos
n

condiciones de borde de tipo Dirichlet para x = a = o y * = b = x4, es decir,
los elementos Vj y V;/,; son conocidos para todo j. Ademas, definimos la variable

discreta vectorial V7 = [Vf Vi L,V ] para representar el vector de aproximaciones
en el nivel temporal j. Nétese que una condicion inicial significa que el vector V° es
conocido.

10.2.2. Métodos mas comunes

Distinguimos varias expresiones de diferencias finitas que aproximan (10.9]). Veamos
algunas:

Meétodo explicito La temperatura Vij 1 ge escribe en términos de temperaturas
en niveles anteriores en la escala temporal.
- : , : :
VIV Vi - oV 4V
k h?

que conduce a

VI =V e (Vi =2V + V). (10.10)
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Sea A = trid (r,1 — 2r,r) la matriz tridiagonal de orden n con elementos diagonales
1 — 2r y elementos super y sub diagonales iguales a r.

1—-2r r
r 1—=2r r
A= )
r 1-—2r T
r 1—2r
La igualdad (I0.10) se puede escribir
Vit = AVY (10.11)
lo que indica que
VIi= AV, (10.12)

Los iterados consecutivos se consiguen por aplicacion de potencias de A a la condicion
inicial.

Los métodos explicitos, para que sean utiles, requieren de una condicién sobre los
parametros de discretizacion. En este caso la condiciéon es

1
r<g (10.13)

La utilidad no es un término matematico, en realidad lo que se busca es que el método
numeérico sea estable y a métodos con restricciones se les llama condicionalmente
estables. Detalles sobre este tema pueden verse en [KC| y [Me].

” . P +1 . , .
Método implicito La temperatura V7 e escribe en términos de temperaturas
en el mismo nivel y en niveles anteriores de la escala temporal,
Jj+1 J Jj+1 Jj+1 Jj+1
Vit -V i — 2V 4+ Vi

k h? ’

que se puede escribir

(L4 20) V7 =V = r VI = V. (10.14)

Sea A = trid (—r,1+ 2r, —r) la matriz tridiagonal de orden n con elementos diago-
nales 1 4 2r y elementos super y sub diagonales iguales a —r.

1+2r  —r
-r  142r —r
-r 14+2r —r
—r 142r
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La igualdad (I0.I4]) se puede escribir
AVt = v, (10.15)

Es decir, en cada paso temporal, se debe resolver un sistema de ecuaciones lineales
con matriz simétrica, tridiagonal y diagonalmente dominante (por tanto no singular).

Agregamos finalmente que para este método implicito no hay una restriccion
sobre los parametros de discretizacion del estilo de (I0.13). Este método es incondi-
cionalmente estable.

Meétodos mixtos dependientes de un parametro a € [0,1] La forma general
es

VIV VS S ITAVER ) Vi 2V
k h? h?
Los dos métodos anteriores son casos particulares de éste, basta hacer a = 0 y 1

respectivamente. El més importante de los métodos mixtos es el que corresponde a

a = = que se llama de Crank-Nicolson. Esta dado por la igualdad
Vin _ Vj 1 . . . .
St = s (VA -2V VIV -2 V)

que también podemos escribir
— VIR 2L+ ) VI VI =V 20— ) VP eV, (10.16)

Sean A = trid (—r,2(1+7r) —r)y B = trid (r,2(1 —r),r) matrices de orden n. La
ecuacion (I0.16]) se escribe como el sistema

AVIH = BV,
con V7! como incognita. Este es el sistema que debe resolverse para cada iteracion
temporal.
Anotamos finalmente que este método también es incondicionalmente estable.
10.3. Ecuacién de Laplace

En dos variables, la ecuacion de Laplace es

AU = Ugy + Uyy =0 (10.17)
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para u una funcién de (z,y) . Se define en regiones de R? y no depende de la variable
temporal. Con base en la ecuaciéon de Laplace, nos interesa presentar la solucion
numeérica de un sencillo problema conocido como problema de Dirichlet, que aparece
frecuentemente en ciencias e ingenieria.

Sea ) un subconjunto abierto de R? con frontera 9. Queremos resolver numéri-
camente un caso particular del siguiente problema de Dirichlet:

AU = Uyy + Uy, =0 en Q (10.18)
u(z,y)=g(z,y) en o5

u es continua en ).
El caso particular de interés es utilizar el cuadrado unitario como dominio.
Q={(z,y):0<z<1, 0<y<l1}.

Para trabajar por diferencias finitas debemos hacer una malla de puntos en todo
el cuadrado. Presentamos tnicamente el caso en el que la malla es uniforme y el
parametro de discretizacion es el mismo en las dos direcciones, x y y.

1

(xlvyj> :(Zhv.]h')7 7’7.]:077”_'_17 h = n+1

Para el problema discreto utilizamos la variable Vij para aproximar a u (z;,y;) . No-
tese que

‘/oj =g (0, yj) ) Vrf-i-l =g (1>yj) ; ‘/;0 =g (ZL’Z’, 0) y ‘/in-H =g (xia 1) (1019)

son conocidos, vienen de valores en la frontera.
Siguiendo con la técnica de diferencias finitas, el problema discreto que sirve para

resolver (I0.I8) es
VL VA Ve, VT e e v
h? h? B

para los puntos interiores de la malla que corresponden a 7,7 = 1, ..., n. Reordenan-
do, se llega a

R R e N (10.20)

(2

Consideremos el caso particular n = 4 ilustrado en la figura adjunta.

Deseamos escribir (I0.20)) en la forma Av = b con A una matriz 16 x 16, v el
vector que corresponde a los Vij de los nodos interiores de la malla y b el vector de
lado derecho que aparece debido a los valores conocidos en la frontera.
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0= >
Yo X1 Xy x3 X4 x5s=17

OZXO

Figura 10.1: Malla de 16 nodos interiores

Hagamos

1 1 1 1
vlel,w:Vé,vg:V}),m:‘Q,
12 _ 12 12 12
7}5_‘/17’06_‘/27@7_‘/37,1]8_‘/:17
_ /3 _ 13 _ 13 _ 13
Ug—‘/lavlo—‘/é>vll—‘@,>vl2—m,

_ 14 _ 14 _ /4 _ 14
U13—‘/17U14—‘/27U15—‘/37U16—V;1-

Con esta notacion y basados en (10.20) y (I0.19), el sistema lineal que se debe
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resolver es:

4U1—U2—U5:%1+‘/10
41)2—1)1—1)3—’06:‘/20
41)3—1)2—1)4—’117:‘/}’0
4U4—U3—U8:‘/;10—|—V51
41)5—1)1—1)6—’09:‘/02
41)6—1)2—217—’1110—’115:0
41)7—1)3—’08—’011—’06:0
4U8_U4_U7_U12:‘/fg,2
4219—275—1)10—2713ZVO3
dvig —vg — V11 — V4 —v9 =0
dvyy —v7 — v — V15 — v =0
dvip —vg — V1 — V11 = V53
47}13—?19—@14:‘/154-‘/04
vy — v — V15 — V13 = V25
dvis — v — Vg — V14 = V35

4 5
dvig —vig —vis = Vg + V)

La matriz de este sistema es tridiagonal por bloques dada por

T -1
I T -1
A= —I T -1
-1 T
donde
4 —1 —1
—1 4 —1 —1
= o4 1 | YIS
—1 4

93

(10.21)

(10.22)
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El vector del lado derecho es

V20
‘/30
Vi + Vs

10.4. Nota MATLAB

1. Para resolver problemas con valores en la frontera MATLAB ofrece las rutinas
bvp4c y bvpbe.

2. Al escribir doc gallery en la linea de comandos, aparece el sistema de ayuda
para una galeria de matrices que se sugieren como ejemplo o como modelo. La
matriz (I0.22) se conoce como poisson en esta galeria. Las matrices tridiago-
nales aparecen en la galeria como tridiag.



Capitulo 11

Primeros algoritmos de factorizaciéon
de matrices

La semejanza de matrices es una herramienta tedrica de gran importancia, basta
pensar en el estudio de matrices diagonalizables, en la forma de Jordan y en el teore-
ma de triangularizaciéon de Schur, temas que se pueden consultar en muchos libros,
por ejemplo en [M] y [O]. La semejanza es un caso particular de factorizacion pero
hay otros casos de factorizacion de matrices y varios de ellos son de interés en élgebra
lineal numérica. Ya conocemos el algoritmo de la factorizacion LU. En este capitulo
la volvemos a considerar y también introducimos el algoritmo de Cholesky. Ademas,
explicamos la forma de resolver sistemas lineales por medio de una factorizacion
de la matriz del sistema. Las principales fuentes que consultamos son [A], [I], [Dal,
[JR], [O] y [M]. Para que la exposicion sea lo mas completa posible mencionamos
brevemente los conceptos de diagonalizaciéon y triangularizacion de matrices.

11.1. Matriz diagonalizable

Definicion 11.1. Dos matrices A y B de tamano n x n se dice que son semejantes
si existe una matriz no singular P tal que P~'AP = B.

Teorema 11.2. Si A y B de tamano nxn son semejantes, entonces sus espectros son
iguales o sea 0 (A) = o (B) o en otras palabras, tienen los mismos valores propios.

Demostracion. Basta demostrar que tienen el mismo polinomio caracteristico. Su-

95
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pongamos B = P~'AP. Entonces
det (A — AI) = det (P‘lP) det (A — AI)
= det P~ det (A — AI)det P
=det (P~' (A= XI) P)
= det (P~"AP — M) = det (B — \I).
O

Definicion 11.3. Una matriz cuadrada A se dice que es diagonalizable si es se-
mejante a una matriz diagonal. Por teoremall1.2, los valores propios de A aparecen
en la diagonal de la matriz diagonal semejante.

Definicién 11.4. Un conjunto completo de vectores propios para una matriz cua-
drada A es cualquier conjunto de n vectores propios que es LI.

No todas las matrices tienen un conjunto completo de vectores propios. Por ejem-

plo,Az(é 1)estalqueA((l)):(é),demaneraque (1,(5)) es un

par propio de A. Llamemos z = . No hay un vector x = il tal que {z,z}
2

1
0
es LI y ambos son vectores propios de A. El tnico valor propio de A es 1, de manera
T1F T2 ) = ( T ) , por tanto x5 = 0 y resulta que x es
T2 T2

un multiplo escalar de z por lo cual no puede ser que {z,z} sea LI. A las matrices
que no tienen un conjunto completo de vectores propios se les llama defectivas o
deficientes.

que Axr = x significa (

Definicion 11.5. Se dice que una matriz U € C™" es unitaria si sus columnas
constituyen una base ortonormal de C™.

Definicion 11.6. Se dice que una matriz U € R™" es ortogonal si sus columnas
constituyen una base ortonormal de R™.

Proposicion 11.7. 1. U € C™" es unitaria si y solo si UU = UU* =1 si y
solo si U=t = U*.

2. U € R™™ es ortogonal si y solo si UTU = UUT =1 si y solo si U™! = U.

Teorema 11.8. Una matriz cuadrada A tiene un conjunto completo de wvectores
propios si y solo si es diagonalizable. Es decir, A tiene un conjunto completo de
vectores propios si y solo si existe una matriz invertible P tal que P~*AP = D donde
D es una matriz diagonal.
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Demostracion. La idea principal es que si (A, V;), i = 1,...,n es un conjunto de
pares propios de A y el conjunto {Vi,Vs,...,V,} es LI, entonces la matriz P =
(Vi Vo -+ V,,) es no singular y P~'AP = D con

O

Teorema 11.9. (Schur) Toda matriz cuadrada real o compleja es unitariamente
semejante a una matriz triangular superior. Es decir, si A es n X n existen una
matriz unitaria U y una matriz triangular superior T tales que U*AU = T. Ademds,
los elementos diagonales de T son los valores propios de A.

Demostracion. Ver M| chapter 7 o theorem 3.6 de [JR]. O

Teorema 11.10. (Ejes principales) Toda matriz cuadrada hermitiana (simétrica) A
es unitariamente (ortogonalmente) semejante a una matriz diagonal. Los elementos
en la diagonal de la matriz diagonal son los valores propios de A.

Demostracion. Consultar theorem 7.4 de [A]. O

Nota 11.11. 1. SiUTAU = D es la semejanza ortogonal para la matriz simétrica
A, entonces las columnas de U conforman una base ortonormal de vectores
propios de A.

2. Toda matriz cuadrada es triangularizable, es decir, es semejante a una matriz
triangular superior. Sin embargo, no toda matriz cuadrada es diagonalizable.

3. Hay un teorema de Schur para matrices reales que usa matrices ortogonales para
la semejanza. Sin embargo, la matriz'T' no tiene que ser triangular superior en
este caso, pues en la diagonal pueden aparecer bloques 2 X 2 correspondientes
a los valores propios complejos de la matriz A. Para los detalles ver theorem
9.45 de [Dd.

4. Sea A una matriz cuadrada. No puede haber un algoritmo basado en
funciones bdsicas de los elementos de la matriz, para lograr que en un
niimero finito de pasos se encuentre una matriz P tal que P~*AP = T con
T triangular superior. Funciones bdsicas son: suma y resta, multiplicacion y
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division, ademds de raices k — ésimas. St tal procedimiento existiera estaria-
mos encontrando de forma sencilla los valores propios de la matriz A, lo que
significa que tendriamos un procedimiento basado en funciones elementales so-
bre los coeficientes de A para factorizar polinomios con coeficientes reales de
cualquier grado (polinomios caracteristicos.) Esto no se puede hacer, pues el
famoso teorema de Abel dice: Sin > 5 yp(t) es un polinomio de grado n con
coeficientes reales, entonces en general no hay manera de expresar las raices
de p(t) en términos de funciones bdsicas de los coeficientes de p (t).

5. Sea p(t) un polinomio de grado n con coeficientes reales. Existe una matriz
llamada Matriz Companera C,, de p (t) y es tal que el polinomio caracteristico de
C, es precisamente p (t) . Es decir, cada matriz tiene un polinomio caracteristico
asociado y cada polinomio es el polinomio caracteristico de una matriz.

6. Repetimos la frase definitiva de la pagina 192 en [TB|: Any eigenvalue solver
must be iterative. El objetivo de un algoritmo para aprorimar valores propios
es producir una sucesion de numeros que convergen rapidamente a los valores
PropLos.

Un resultado 1util que relaciona norma y radio espectral de una matriz es el
siguiente:

Proposicion 11.12. Sea A una matriz cuadrada. Si X\ es un valor propio de A,
entonces |A| < ||All, para 1 < p < oo. En particular, p(A) < || All, .

Demostracion. Sea (A, x) un par propio de A. Omitimos el subindice de la norma
por simplificar la escritura. Entonces « # 0 y podemos tomar ||z| = 1.

Al =AMzl = [IAz]l = [[Az]} < JA] ] = [[All

11.2. Factorizacion LU

El algoritmo para la factorizacion LU con pivoteo parcial es el siguiente:

11.2.1. Algoritmo: Factorizacion LU con pivoteo parcial

Entrada: Matriz A € R**"
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Salida: Matriz de permutacion P, matriz triangular inferior con 1’s en la diagonal
L y matriz triangular superior U tales que PA = LU.
Pasos:

1. Sin=1,entonces P=1,L=1y U = A.

2. Sin > 1, escoja una matriz de permutaciéon P, tal que

a a
ra=(5 40

donde « es el primer elemento de la primera columna, de arriba hacia abajo,
que tiene la maxima magnitud en dicha columna; esto indica que |a| > [|d||, -

Factorizamos
1 0 a a
ra=(1,0)(55)

donde l =da=ty S=A,_; —la.

3. Calcular P,_1S = L,,_1U,,_1 donde P,_; es una matriz de permutaciéon, L,_;
es una matriz triangular inferior con 1’s en la diagonal y U, _; es triangular
superior.

1 0 1 0 a a
4P_(0 Pn—l)Pn’L_<Pn—ll Ln—l)’U_(O Un—l)‘

La eliminacién de Gauss con pivoteo parcial sigue el siguiente algoritmo

11.2.2. Algoritmo: Eliminacién de Gauss con pivoteo parcial

Entrada: Matriz invertible A € R™*" vector b € R".
Salida: Solucion de Ax = b.

1. Factorizar PA = LU por algoritmo IT.2.11
2. Resolver el sistema Ly = Pb.
3. Resolver el sistema Uz = y.

Nota 11.13. El primer sistema a resolver tiene matriz triangular inferior con unos
en la diagonal, el cual se resuelve con una sustitucion progresiva. El sequndo sistema
tiene matriz triangular superior y por tanto se resuelve con una sustitucion regresiva.
En los dos casos se trata de sistemas simplificados.
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11.3. Factorizacién de Cholesky

En el caso en que A sea hermitiana definida positiva o simétrica definida positiva,
la eliminacion de Gauss es mucho mas sencilla pues existe la llamada factorizacion
de Cholesky que ademés es tnica.

11.3.1. Algoritmo: Factorizacién de Cholesky

Entrada: A € R™*" simétrica definida positiva
Salida: Matriz triangular inferior L con elementos diagonales positivos tal que
A=LL".

1. Sin=1, L =+A.

2. Sin > 1, se realizan las siguientes particiones y factorizaciones:

A (@ a’ _ a3 0 1 0 ar a~247
“\a A ) \aa? I, 0 S 0 Ing ’
donde S = A,,_; — aata’.

3. Calcule S = L, LY |, donde L,_; es triangular inferior con elementos diago-
nales positivos.

1
4. L= ( az 0 )
aa”2 L, 4

11.3.2. Nota MATLAB

L = chol(A,’lower’) calcula la matriz L tal que A = L x LT. En MATLAB
se chequea la calidad del resultado invocando la siguiente norma: err = norm(A -
L*xL’,’fro’). El nimero err debe ser del orden de 1074, La matriz A debe ser
simétrica definida positiva.
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Factorizacion QR

Toda matriz real invertible A tiene una tnica factorizacion A = QR donde @) es
ortogonal y R es triangular superior con elementos diagonales positivos. En general,
para una matriz A € C™*" con m > n, hay una matriz unitaria ) € C™*™ y una
matriz triangular superior R € C"*" con elementos diagonales no negativos tales que

)

En el caso de un sistema lineal Az = b con A invertible, la factorizacion A = QR
permite una facil estrategia de solucion para el sistema, a saber:

Ax =b
QRx =10
Rz =Q"b

y el dltimo sistema es triangular superior y por tanto se resuelve por sustitucion
regresiva.

Para desarrollar este tema es conveniente tener presentes otros temas relaciona-
dos como los reflectores de Householder, rotaciones de Givens y proceso de Gram-
Schmidt. Fuentes para estos materiales son [A], [I|, [TB] y [M].

12.1. Matrices de Householder

Definicién 12.1. Una matriz H se llama matriz de Hessenberg st h;; = 0 para
t>j5+1.

Consideremos de nuevo las notas que escribimos después del teorema de Schur
1.9 En la practica, jcomo hacer para aproximar los valores propios de una matriz A?

101
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Se hace en dos pasos: en el primer paso, por medio de transformaciones de semejanza
sobre una matriz A podemos llegar a una matriz de Hessenberg o sea, es posible
encontrar una matriz invertible S tal que S~'AS = H con H matriz de Hessenberg.
El primer paso es un método directo, que enseguida vemos cémo se realiza. El segundo
paso es un proceso iterativo: se construye una sucesion de matrices de Hessenberg
que converge a una matriz triangular superior.

Empezamos considerando una clase especial de matrices ortogonales llamadas
matrices o reflectores de Householder.

Definicién 12.2. Si w € R™ con |w|, = 1, definimos la matriz de Householder
correspondiente a w ast

U=1-2uwuw. (12.1)
Proposicion 12.3. Si U es una matriz de Householder entonces

Ut =u, U* =1.
Es decir, U es simétrica y ortogonal.

Las matrices de Householder se usan para transformar un vector no nulo en uno
que tenga ceros en la mayoria de sus componentes.

Sea b # 0 un vector de R™. Queremos encontrar una matriz de Householder U
tal que las componentes de Ub de la (r 4+ 1) a la n sean cero para algin 1 < r < n.

Escribimos m=n—r+1yb= con c € R~ deR™

c
d

_ Or—l _ Ir—l 0
w-( y )yU—( 0 [m_sz) (12.2)

con v € R"y [jv]|, = 1. Pedimos

(I, —2007) d = < - ) (12.3)

m—1

Escogemos

para algtn a. Por ser I, — 2vv” ortogonal, |a| = ||d||, = S. Definimos
p=vld.
De ([@2.3),
d—2pv = ( 05_1 ) . (12.4)
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mXxXn mXxXm mXxXn

Figura 12.1: QR

Multiplicamos miembro a miembro por v’ y usamos ||v]|, = 1

de—vaTv:—pva(Oa ) = au.
m—1

Por tanto p = —aw;. Lo sustituimos en la primera componente del vector en (12.4))
dy + 2a0v? = a. (12.5)

Tomamos el signo de o de manera que sign (o) = —sign (dy) . De (I2.0) se despeja
v}y de aqui se obtiene vy, cualquiera de los dos valores se puede usar. Enseguida se

consigue p = —aw; y con p se sigue de (I24) que

d

J
)

— ] =2,...,m.
2p J ) , T

'Uj:

Ya queda precisado el vector w y por tanto la matriz ortogonal U.

12.2. La factorizacion QR

Sea A una matriz cuadrada real. Veamos que por medio de matrices de Househol-
der se pueden obtener () ortogonal y R triangular superior tales que A = QR.
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Sea
Po=1-20"0w"T r=1...,n-1

donde w™ se escoge como en (IZZ). Escribimos a A en términos de sus columnas

PlA: (PlA*l PlA*2 PlA*n)

Escogemos b = A, P; y w™) con el procedimiento visto antes para que P; A contenga
ceros debajo de la diagonal en su primera columna. Escogemos P, de forma similar,
en tal forma que PP A tiene ceros en su segunda columna debajo de la diagonal.
En este caso b es la segunda columna de P A.

Cuando concluye este procedimiento, queda construida la matriz triangular su-
perior

R:Pn_l"'PlA.

Si en el paso r de la construcciéon todos los elementos debajo de la diagonal de la
columna r son ceros, entonces se toma P, = I. Finalmente se define

QT =P, ,---P

y se obtiene A = QR.

12.3. Valores propios

Regresamos a los dos pasos descritos al principio de la seccion [[2.1] para calcular
los valores propios de una matriz. El paso 1 consiste en utilizar matrices de Hou-
seholder para reducir a A a una matriz semejante que es de Hessenberg. El paso 2
es un procedimiento iterativo que pasamos a explicar enseguida.

Sean () ortogonal y R triangular superior tales que A = QR. Sea A; = A.
Definimos la sucesion de matrices A,,, Q,, v R,, por

A = Qu B, A1 = RpnQm, m=1,2,... (12.6)

donde A,, = Q,,R,, es la factorizaciéon QR de A,,.
Notese que A1 = QL A,,Qun, lo que implica que todas las matrices de la sucesion
son ortogonalmente semejantes a A. En realidad

Am—i—l = sz; e QF{AIQl o Qm (12'7)
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Sean

Pr=Q1 - QunyUpn=Rn- R (12.8)

La matriz P, es ortogonal y la matriz U, es triangular superior.
De (I27) obtenemos
Am—i—l = Pnz;Alpm, m 2 1.

Enseguida usamos (I2.7)) con m en lugar de m — 1 para llegar a
Ql .. 'Qm—lAm = AlQl .. 'Qm—l-
Ahora,
=Q1 Qm1AnRm1 - R1

= AlQl to Qm—lRm—l Ry
= Alpm—lUm—l-

Como A; = PiU; = Q1 Ry, iteracion de la igualdad P,,U,, = A1 P,,_1U,,_1 lleva a
P,Uy, =AT, m>1.

Este proceso iterativo es mucho maés sencillo si la matriz a la que se le aplica ya
ha pasado por el paso 1 y por tanto es una matriz de Hessenberg.

Teorema 12.4. La sucesion A, definida en (12.0) converge a una matriz triangular
superior que contiene los valores propios de A en su diagonal. Si A es simétrica, la
sucesion converge a una matriz diagonal.

Demostracion. Ver theorem 9.6 de [Al. O

Enseguida aplicamos teorema para demostrar que el algoritmo QR es numé-
ricamente estable. En la demostracion siguiente se requiere que la norma matricial
sea ||-||,. Los principales resultados sobre ||-||, que se usan aparecen en el siguiente
lema.

Lema 12.5. Sea A € R™". Entonces
1. || AT][, = [IAl,-

2. St U es una matriz ortogonal n x n, entonces ||U|, =1 y [[UA|, = |A]l, =
|UA|| . (Para norma Frobenius basta pensar en su definicion como traza (AT A) .)
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3. La norma de Frobenius es compatible con la norma 2, es decir,

[Az]ly < Al [l

Al*l’

(se piensa en Az como vector de productos internos : y se aplica
AT

desigualdad de Cauchy-Schwarz.)

Demostracion. El espectro de AAT es el mismo de AT A pues si AATy = uy entonces

AT A (ATy) = puATy. Analogo en la otra direccién, por tanto HATHz =p (AAT) =
p(ATA) = | Al

Ahora, si U es unitaria, |U]|5 = p (UTU) = p(I) = 1. Ademas, |UAz||? = (UAz)" (UAz) =
2T ATUTU Ax = 2T AT Az = ||A:17||§ , por tanto |[UAJ, = ||4]|,. O
Teorema 12.6. Sean A € R™" no singular, b € R™ no nulo y suponga que Ax = b.
Supongamos

E
A+E=QR, eg=1El

1Al
T
Qu=b+r, o = 10l
1611
Rz = Y+ 19, €9 = ||T2||2.
1yl

Si ||AT | E| < § entonces

Iz = all, <26k (A)(ea+ter+ea(l+ey))

Demostracion. Se aplica teoremal@.Ilcon S; = @, S; = R. Haciendo las sustituciones

correspondientes, el factor que aparece en ese teorema acompanando a €5 (1 + 1) es

R1 Q*l 2
%. Por ser Q ortogonal, [|Q||5 = p (QTQ) = p(I) = 1. Adems,

H(A+ E)_le - H(QR)_le - HR_lQ_le - HR_1H2‘
La ultima igualdad es de nuevo debido a la ortogonalidad de ) pues

1B Q7] = lQ™ B, = [lRR™|, = |12~ [l, = |77,
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12.4. Nota MATLAB

[Q,R] = qr(A) donde A es mxn, produce R, una matriz mxn que es trapezoidal
superior y una matriz () que es m X m unitaria tales que A = Q*R. La matriz R

trapezoidal superior es triangular superior si m = n y es de la forma ( 0 ) con T

triangular superior si m > n.



108 CAPITULO 12. FACTORIZACION QR



Capitulo 13

Descomposicion en valores singulares

(SVD)

Esta es la factorizacion principal para matrices rectangulares, no solo porque se
usa en la definicion de pseudoinversa y en la aproximaciéon de minimos cuadrados,
sino también porque es una de las factorizaciones que mas informacién sobre la matriz
aporta, por ejemplo rango (rank), subespacio imagen (range) y nucleo. Pero estas
razones son insuficientes de acuerdo con Carla D. Martin y Mason A. Porter quienes
en [MP] exhiben una lista impresionante de aplicaciones de la SVD que va desde
ingenieria y ciencias hasta politica partidista en Estados Unidos.

La SVD fue descubierta en la primera mitad del siglo XIX y de su desarrollo
temprano hay un recuento [S4] hecho por un especialista, el profesor G.W. Stewart.
Para escribir estas notas utilizamos principalmente los libros [Dal, [I], [M], [JR] y
[TB].

Los principales temas que tratamos en el capitulo son la demostracion del teorema
de la factorizacion SVD, las aproximaciones de rango 1, relacion con el rango (rank)
y relacion con los valores propios.

Iniciamos con un lema sobre matrices simétricas.

Lema 13.1. 1. Si A es real simétrica entonces sus valores propios son reales.

2. Si A es real simétrica definida (semidefinida) positiva entonces sus valores pro-
pios son positivos (no negativos).

Demostracion. Supongamos Ax = Az con x # 0. Sea T el conjugado de z. Entonces
Ax = Az y A\x = Ax. Como AT = AT, entonces ()\, E) es un par propio de A. Ademas,

Ty =a2lT = lem_l = Z \xl\z > 0 pues x # 0.
i

i

109
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A U 2 vt

mXxXn mXxXm mXn nxn

Figura 13.1: SVD

Concluimos que Z7x = 27T es un ntmero real positivo. Enseguida consideramos la

ecuacion AT = A7. Al premultiplicarla con 27 llegamos a
2T AT = 2" T = M\aT 7.
Por otro lado, de Ax = Az obtenemos
T Ar =7 e = X7l 2 = M\’ 7.
Finalmente usamos la simetria de A.
2TAT = (A7) v =77 ATe =77 Az

lo cual indica Az”Z = A\2TZ. Cancelando, A = A, es decir A € R.
La positividad se desprende de Az = A\x con = # 0 pues

0 < 2" Az = XaTa = \ ||z}

lo cual implica A > 0. 0

13.1. La factorizacion SVD

Teorema 13.2. (Descomposicion en valores singulares SVD) Sea A € R™*". En-
tonces existen matrices ortogonales U € R™*™ V€ R™ ™ tales que

A=UxVT,
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D . .

dondeZ:(O)ssznoZ:(F O)szm<n,con
o1 01
o o
D= ? 0 F = ?
On Om

yop > 09> ...>0, >0 dondep =min{m,n}. La dltima parte se acostumbra
resumir asi: ¥ = diag (01, 02, ...,0,) € R™". A pesar de haber hecho el enunciado

con esta generalidad, solo tratamos el caso m > n.

Demostracion. La matriz AT A es simétrica semidefinida positiva. Digamos que sus

valores propios, que son reales no negativos, son \; = 02, i = 1,...,n. Llamemos V;
a sus vectores propios asociados. Supongamos ademés que o1 > 09 > ... >0, >0y
Ops1 = ... =0, =0. Hagamos V1 = (V; Vo ... V), Vo= (Vg Vigo ... V) y V =

(U; Wy). Con base en la primera observacion después del teorema de ejes principales
MT.I0, las columnas de V son una base ortonormal de vectores propios de AT A y esto
significa

VEATAV, = o y VI AT AV; = 0 para i # j. (13.1)

Definimos los vectores

1
U=—AV,parai=1,...,r (13.2)

2

Forman un conjunto ortogonal pues

1 1 1
Ul'U; = — (AV;)T —AV; = VIATAV; = 6,
ag; g 0,05
. . lsit=y
donde 0;; es la delta de Kronecker definida asi: d;; = R
0siiz#]
Sea Ay = (Uy Uy ...U,) y escojamos Ay = (U,41 U,y ...U,) con la condiciones

UfA=0y U], =1

que automaticamente permiten que U = (A; As) sea una matriz ortogonal cuyas
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columnas son una base ortonormal de R”. Finalmente,

Uilv'lTAT
Ly T AT
i
i :
UTAV = AV V) = | LvEAT AWV, LV,
. TUT
Ug r—+1
T
7101
= 1,2 =X
O
Nota 13.3. 1. Los elementos de la diagonal o; se denominan valores singulares
de A.

2. Los valores propios de ATA y AAT son los mismos, es decir, {o;};_, . Esto se
debe a que

AAT = UuxvTyxTuT = uxxTu”.

Pero X1 = diag (02,03, ...,02%), es decir, AAT es unitariamente semejante a

rn

la misma matriz diagonal que AT A.

3. Las columnas de U se denominan vectores singulares a izquierda. Se acostum-

bran escribir U = (Uy, Us, ..., Upy,) .

4. Las columnas de V' se llaman vectores singulares a derecha. Se acostumbra

escribir V.= (V1, Vo, ..., V,,).

5. Como trabajamos solamente el caso m > n, entonces hay n valores singulares
para A (pero puede haber repeticiones en este conteo, también puede haber
ceros.)

6. 01 = max; o; y 0, = min; ;.
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7. Los wvalores singulares son wunicos pero los vectores singulares no lo son. Sin
embargo, por abuso del lenguaje, se acostumbra hablar de la descomposicion en
valores singulares de A.

Proposicion 13.4. (SVD reducida) Si A = UXVT esla SVD de A € R™™ (m >

n), entonces se puede obtener también la siguiente factorizacion
A=Us V7T

donde U = (Uy,Us, ..., U,) estd compuesto por las primeras n columnas de U, por
tanto es una matriz de columnas ortonormales y ¥y = diag (01,09, ..., 0,) € R™".

Proposicion 13.5. Sean o1y > 05 > ... > 0, los valores singulares de A € R™*"
(m > n). Entonces

~

Al = o

o

o, = min ||Az||,.
ll=]l;=1

n >
- NAllp = (Z‘ﬁ) .
1

4. Cuando A es n X n no singular, ||[A7|, = +.

On

[ %)

5. Cuando A esn x n no singular, ry (A) = ||Al, A7, = 2~
6. rank(A) = r, el nimero de valores singulares no nulos.
Demostracion. 1. Se usa lema I2ZT ||All, = ||[USVT|], = [|Z]], = mdx0; = 0.

D

2.A:U<O

y=V7Tz

)VT. Sea z tal que ||z]|, = 1y ||Az|l, = min ||Az],. Sea

llzll,=1

min [ Aall, = | Az], = [V 72|, = Sl = (Do )

[[z]l;=1

> 0n [|ylly = on.
Para la otra desigualdad,

on = ||S1eall, = HZ/{TAVen = |AVe,|l, > min |Az],.

I
llzll,=1
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3 Al = [0SV = 180 = (302)

4. Como A es no singular entonces Y es no singular, es decir, todos los valores
singulares son positivos. A7 = VYX71UT y el resultado sigue de parte 1.

5. Consecuencia de partes 1 y 2.

6. Como A = UXVT con U, V no singulares, por definiciéon 5.8 A ~ ¥ y por
proposicion [5.21] tienen el mismo rango (rank). Ademéas rank (¥) = nimero de
valores singulares no nulos.

O

Los valores singulares estdn bien condicionados en el siguiente sentido.

Proposicion 13.6. Sean A, A+ E € R™" m > n, con valores singulares o1 >
>0, Yym > 2>y, respectivamente. Entonces

lov =ml <N Elly y lon—ml < Bl

Demostracion. Para o1 y 11 se sigue de parte 1 de la proposiciéon anterior y de
la proposicion Bl Para o, y 7, pensamos en A como transformacion lineal y en
especial como funcién continua definida en R”. Tomamos y € R" tal que ||y|l, =1y
1Aylly = on.

= min [[(A+E)zly, <[[(A+ E)yly <Ayl + [[1Eyll,

llzllo=1

= 0on + || Eylly, < on + [|El,.
Para la otra desigualdad, tomamos y tal que |[(A+ E)yll, =n. v |lyll, = 1.

0n = min ||z, < || Ayll, = [[(A+ E)y — Byl
€T 2=

<[[(A+ E)ylly + 1EYlly = mn + [[Eylly < ma + 1 E]],-
O

Hay unas matrices de rango (rank) 1 estrechamente relacionadas con la SVD. Se
trata de los productos exteriores.
Proposicion 13.7. Sean u € R™ y v € R™ no nulos. Entonces rank (uvT) =1
Demostracion. Recordemos que uv? = (uv; uvy ...uv,) o sea todas las columnas
son multiplos del vector u. O
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Proposicion 13.8. Si A € R™™ con m > n y rank (A) = r tiene la SVD dada en
teorema entonces

A = ZajUj‘/jT’
7j=1

Demostracion. Sean U = (U, Up,—) vy V = (V. V,,_,) donde U,., U,,_, contienen las
primeras r columnas y las tltimas m — r columnas de U respectivamente. Anélogo
para V. Resulta que

Vi r
A=US V] = (U0, U) | 0 | =) oUV], (13.3)
v j=1

donde ¥, = diag (01, 09,...,0,). O

Nota 13.9. La formula (13.3) es una de las mds aplicadas en lo que respecta a SVD.
Para una aplicacion basica al procesamiento de imdgenes sugerimos consultar seccion
8.4 de [NDJ. Los autores de este libro aprecian tanto esta aplicacion que la usaron
para la cardtula.

Teorema 13.10. Si A € R™™ conm > n yrank (A) = r tiene la SVD A =UXVT
dada en teoremaI3 Ay U = (U, Up—r), V = (V) Vo) donde U,., V, contienen las

primeras r columnas de U y V' respectivamente, entonces:

1. Las columnas de U, forman una base ortonormal para R (A).
2. Las columnas de V,,—, forman una base ortonormal para ker (A) .
3. Las columnas de V, forman una base ortonormal para R (AT) .

4. Las columnas de U,,—, forman una base ortonormal para ker (AT) .

Demostracion. 1. Sin pérdida de generalidad suponemos A # 0. De (I3.3) A =
U2V y 3, es diagonal sin ceros en la diagonal.

0'1‘/1T
V! =
o, VT
y como V' es unitaria entonces {Vj,...,V,} es un conjunto LI. Afirmamos que

el conjunto {o1V1,...,0,V,} también es LI pues si 0 = ZaiaiVi entonces
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a;0; = 0 para todo ¢ y como todos los o; son no nulos, entonces son los «; los
que deben anularse. Esto implica que 3, V! tiene filas LI y por teorema [6.10,
R(A)=RU,).

2. Sin pérdida de generalidad suponemos ker (A) # {0} . De (I3.3) A = U, 2, V!

y 2, es diagonal sin ceros en la diagonal.
U, = ( ooUy -+ o.U, )

y estas columnas son LI, luego ker (A) = ker (VTT ) . Por teorema [6.7],
ker (A) = ker (VI) = R(V,)".

El subespacio ortogonal de R (V,) es R(V,—,) y asi queda demostrado el teo-
rema.

3. Aplicar parte 1 a A7,

4. Aplicar parte 2 a AT,

13.2. Nota MATLAB

[U,S,V] = svd(A) sirve para efectuar la SVD de A. Las matrices U y V, que
cumplen A = USVT, son ortogonales (unitarias) con m y n filas respectivamente. Si

Aesmxnym>n,S esdela forma donde D es diagonal n x n.

D
0
s = svds(A,k)sirve para hallar los k valores singulares mas grandes.

13.3. ;Qué sigue?

Esta corta seccion sirve para cerrar el capitulo sobre SVD y, al menos por ahora,
el manuscrito completo. La tltima seccion del articulo [MP] tiene el siguiente titulo:
Everywhere you go, always take the SVD with you. En mi caso, esto es lo
que yo hago con el algebra lineal numeérica, pues me hace falta en mi trabajo
investigativo.

El objetivo es que muchos lectores de estas notas eventualmente se vuelvan usua-
rios o investigadores del algebra lineal numérica y deban mantenerla a la mano.

Este manuscrito es una invitacion al algebra lineal numérica, no es un tratado ni
un libro de texto. Sugerencias para mejorarlo, son bienvenidas.
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