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Introduccion

En este trabajo presentamos conceptos y técnicas del dlgebra lineal numérica
que hemos venido estudiando en los tltimos meses. El tema central es la
solucion por métodos iterativos de sistemas de ecuaciones lineales, que es un
tépico indispensable cuando en Matematica Aplicada, Ciencias e Ingenieria,
se requiere resolver un problema lineal o no lineal. Esperamos por tanto
que estas notas puedan resultar ttiles a personas de diversas profesiones
interesadas en resolver problemas de forma numérica.

Ademsds de teoria béasica de dlgebra lineal numérica, incluimos explica-
ciones detalladas de métodos especificos, por ejemplo, los métodos iterativos
LSQR y CG y precondicionamiento por factorizacién incompleta y por un
método recientemente desarrollado que es especial para matrices 2 X 2 por
bloques.

En nuestro concepto, lo més destacado del trabajo es el tratamiento
de la factorizacién incompleta y el capitulo de resultados numéricos. La
factorizacién incompleta la explicamos a partir de la fuente original [13] y del
libro reciente [20]. Nos parece que en esta parte logramos simultdneamente
originalidad y claridad.

El capitulo de resultados numéricos incluye una amplia combinacion de
métodos aplicados a problemas de diversa indole y procedencia. Consider-
amos entre otros, discretizaciones de elementos finitos, problemas en los que
no se almacena la matriz sino que se dispone solamente de su accién por
medio de una rutina, etc.

Todo el trabajo fue redactado por nosotros con base en fuentes modernas
o clasicas, que en ocasiones, son también fuentes originales. También es
trabajo nuestro la preparacién de todos los programas de computador que
utilizamos. Todos ellos son hechos para MATLAB y aprovechan la calidad
de las rutinas que traec MATLAB para la solucién de sistemas por medio de
métodos iterativos de la familia de los subespacios de Krylov.

El trabajo consta de dos capitulos tedricos y un capitulo de resultados
numéricos. En el primer capitulo teérico presentamos los métodos itera-
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tivos no estacionarios, algunos con bastante detalle. En el segundo capitulo,
también tedrico, estudiamos el precondicionamiento incluido el precondi-
cionamiento de un tipo especial de matrices 2 x 2 por bloques. El tercer
capitulo sirve para ilustrar todos los métodos descritos en los dos capitulos
previos por medio de ejemplos cuidadosamente escogidos.



Capitulo 1

Métodos No Estacionarios

1.1 Gradiente Conjugado

1.1.1 Problema

Sea A € R™ ™ matriz real simétrica y definida positiva, en adelante s.d.p.
Es decir, para todo x € R", x # 0,

A=AT, (1.1)
zT Az > 0.

Sea ahora b € R"™, el problema propuesto es resolver el sistema de ecuaciones
lineales

Az = 0. (1.2)

Debe notarse que como A es s.d.p., entonces es invertible y la solucién
buscada es

= A"b. (1.3)

Ahora como A es definida positiva, entonces induce una norma, a saber
la dada por:

Iz, = (7 Az)"?.

Entonces, el problema original es equivalente a resolver:

Hallar el & que hace ||AZ — b||%_1 = 0. (1.4)
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1.1.2 Formulacion Variacional

Notese ahora que Az = b si y sélo si para todo v en R”
vl Az = oTb.
Si definimos a : R® x R - Ry L : R" — R por:
a(v,u) = vl Au,
L(v) = vTb.

Entonces nuestro problema puede formularse como: Hallar £ € R™ tal que
para todo v € R",
a(v,z) = L(v). (1.5)

Noétese que el funcional a es una forma bilineal simétrica y definida pos-
itiva, gracias a las propiedades de A. Note también que L es un operador
lineal.

1.1.3 Formulacion Funcional

Si definimos ahora ¢ : R™ — R por

o(x) = %xTAx — 7. (1.6)
Entonces
Vo(z) = Az — b,
Ho(x) = A.

Asi, el tnico punto critico de ¢ es T y es un punto minimo pues el Hessiano
de ¢ es A, la cual tiene valores propios positivos por ser s.d.p.
Por tanto nuestro problema es equivalente a:

Hallar el T que minimiza ¢ sobre todo R"

1.1.4 Subespacios de Krylov

Sea xo una primera aproximacién de la solucién, definimos su residual por

ro Zb—AHJ(),



1.1. GRADIENTE CONJUGADO 3

y definimos el subespacio de Krylov de orden k de A y respecto de ¢ por
Ki(A,r0) = gen {ro,Aro,AQTO, e 7Ak—1r0}.

Definimos también la k — ésima iteracion de gradiente conjugado como el
I que minimiza ¢ sobre el espacio afin

o + Kk (Aa TO)'

O equivalentemente, definimos xj; como el tnico elemento de Vi, = zg +
K (A, 1p), tal que

ek — 2l 4 = |Azg = bl[ y-1 = min [[Az — B[ -1 .
eV,
Revisamos enseguida que xj esté bien definido.

1.1.5 Existencia y Unicidad

Lema 1.1.1 (Proyeccion sobre Subespacios) Sean S un subespacio de R™ y
yo € R™. Sea (-,-) un producto interior en R™ y ||-|| la norma inducida por

este producto interior (HH2 = (- >> Eziste un dnico y € S tal que
llyo = yll = min [lyo — =]

Prueba. Empezamos notando que como S es finito dimensional, en-
tonces S es un subconjunto cerrado de R™. Escogemos ahora una sucesiéon
{zx} de puntos de S tal que

di = - inf —z|| =d.
e = lyo =zl — inf flgo 2|

Note que este d es la distancia de yp a S. Note también que si {z;} es
convergente con limite y, tal limite debe ser un elemento de S y cumple la
propiedad requerida.

Mostraremos que {zj} es una sucesién de Cauchy con lo que ha de ser
convergente en S por la cerradura de S y la completez de R™.

En efecto, como ||| es norma inducida por producto interior, se cumple
la ley del paralelogramo que establece que para todo x,y € R”

2 2 2 2
Iz + gl + llz = ylI™ = 2l=[1” + [ly]*)-
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Sean ahora para k,m € ZT, con k > m. Entonces haciendo z = vy — 2,
Yy = Yo — Zm Se tiene que

1250 — (21 + 2)|1* + N2k — 2ml® = 2 (&} + d3,) ,
(zk + 2m) 2 2 —zmll? 1
Yo———F| tl|l——I =3
2 2

5 (di +d2),

. 2 ,
y como #52m € S se tiene d* < Hyo — Z”%H . Asi,

2k — Zm

2 1 2 2 2

luego ||zx — zm||2 — 0, si k,m — +o00. Lo que prueba que {z;} es de Cauchy.
Para mostrar ahora la unicidad de y, supongamos que y;,y2 € S son
tales que

lyo — y1ll = llyo — y2ll = min [lyo — 2[| = d.
z€S
Entonces, de la ley del paralelogramo con = = yg — y1, ¥ = Yo — Y1

Y1+ Y2
’90‘(2)

2

Y1 — Y2 :d2,

2
25

pero d? < Hyo — WTW“? Asi

2
Y1 — Y2

Teorema 1.1.2 (Ezistencia y Unicidad de Iteracion CG) Eziste un tnico
elemento xj, € Vi, = xo + Ki(A,ro), tal que

O sea, y1 = yo.

e — &l 4 = | Azi — bl s = min || Az — b -
zeVy
Prueba: Este resultado es una aplicacion directa del lema anterior ha-
ciendo: ||| = |||l 4, S = Kr(A,r0) y yo = & — x¢. Observando que,
min [[Az = b4 = min ||z — 2],
= glc"fellvnk [(z = z0) — (T — z0) 4

= 2“61? |z — y0||A .

Entonces x; = y + xo es el vector requerido, donde y es el elemento de S
garantizado por el lema.
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1.1.6 Implementacién CG

Nos concentramos ahora en la forma de calcular zj, empezamos por observar
que para todo v en Kj(A, 1) la funcién

f(t) = o(ak + tv)
tiene un mimimo en ¢ = 0. Pero,

f'(t) = V(zp + tv) Lo

Entonces,
0= f'(0)

= Vo (ar)"v

= (Azj, — b)Tv

= —rkTv.
O sea

L K. (1.7)
Hacemos

Thyl = Tk + Qkr1Pk+1,
donde pgy1 € Ki11y agr1 es un escalar apropiado. Entonces, Apx11 € Kiio
y
b— Argy =b— Az — apr1Apgya,
Tkl = Tk — Qg1 APk 41
Con ello
T € Kk+1.
Asi,
Ky = gen{ro,r1, -+ ,Tk—1} -
Ahora, para todo v en Ky
T
Vé(ry, + app1pry1) v =0,

(Azg + g1 Apg — )T v =0,
(Axy, — b)Tv + (akHApkH)T v=0.
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Entonces, para todo v en K},
1Py Av = 0. (1.8)
Afirmamos que existe un escalar Ox11 que nos permite escribir
Pr+1 = Tk + Br+1Pk-
En efecto, debe ser
PhaAr; =0, j=1,2,-- k.
O sea,

T
P£+1A7"j = (i + Br1px)” Arj
= 1} Arj + Brsapi Arj

=0.
paraj=1,2,---  k—1.
Pero para j=1,2,--- k-2
T%A’szo,
pzA’Fj:O.

Sélo falta tener,
rk Arg_1 + Brpapk Arg—1 =0,
es decir,

—r%Ark_l

Br41 = (1.9)

P;;FAT k—1 .
Ahora, por definicién la funcién
g9(a) = ¢(z + apr+1),

tiene minimo en o = a1, entonces ¢'(ag41) = 0, pero

g (k1) = V(g + apr1Pes1) Pri
= (A (zp + app1prer) — 0) pr
= (Azg = b)" pry1 + (1 Apri1)” Pt

T T
= —T; Dk+1 + ak+1pk+1Apk+1-
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Entonces,

pp1 = AR (1.10)

Antes de escribir un algoritmo hacemos las siguientes afirmaciones

2
oy =
p;‘,CHAIDk+17
2
_ el
/6k+1_ PR
i1l

En efecto,
ik =14 (T + Brgrpn) = Il

Ahora, por construccién

Ph1Apk =0,
0 sea
0= (& + Brr1px) Api
=1 Api + Br410}, Apr,
luego
= Apy
Br41 = 729}: o
Pero
P Apk = PL A (Th—1 + Brpr—1)
= pi A1 + Brpi Apr—1
= pf Arj_1.
Entonces,
—r%Apk
Br+1 = T A,y
Ahora,
0= rkTrk,l
= (rk—1 — arApg)" i1

= |lre_1|I* = arpt Ary_1,
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entonces -
—r Apg
Br1 = —E—F oy
[7k—1ll
Ademis,
Irel® = rira
= (re—1 — arApr) " i
= —oakp;;FArk.
Asi,
Br+1 = ”Tk||2
(=1

1.1.7 Algoritmo CG

Supongamos que se ha calculado zp y hemos salvado pr y rr_1, podemos
entonces calcular en su orden

r, = b— Axy,

2
el
ﬂk—i—l - PRI
-1l
Pk+1 = Tk + Bet1Dk,
2
oy =
p{+1Apk+1’

Tyl = Tk + O 1Pk41-

Podemos postular entonces el siguiente seudo cédigo,
Input A, x,b,tol, M
r=>b— Axux;
rho_old = norm(r)"2;
rho_new = rho_old,;

fork=1:M
if k==1
p=r;

else

betha = rho_new/rho_old;
p =1+ betha * p;

end

w=Axp;
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alpha = rhonew/(p! * w);
r = x+ alpha * p;
r = 1 — alpha x w;
rho_old = rho_new;
rho_new = norm(r)”"2;
if sqrt(rho_new) < tol * norm(b)
break
end
end

1.1.8 Analisis de Convergencia

Encontramos ahora las caracteristicas de convergencia del algoritmo CG.
Empezamos por notar que si x € Vj, entonces existen escalares oy, g, - -+, o
tales que:

k—1
i“—x::E—:Eo—ZaiAiro
=0
k—1
= €9 — Z OéiAH_leo
=0

k—1

= (I — ZO&Z'AH—I)GO
=0

= p(A)eo.

k=1
Donde p(z) = 1 — Y a;z*, note que p es polinomio de orden k tal que
i=0

p(0) = 1. Por conveniencia construimos el conjunto g, como
or = {p polinomios de orden k tales que p(0) = 1}.

Note que cada elemento de Vj induce un tnico elemento de gy y viceversa.
Entonces, si notamos pg el polinomio asociado a x, de la definicién de la
iteracién CG se sigue que :

lexlla = 17 — x| 4
= ||pr(A)eol| 4

= min ||p(4 .

min [[p(A)eo|l 4
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Ahora, como A real simétrica y definida positiva existe una base ortogonal
de R™ constituida por vectores propios de A y todos su valores propios son
positivos. Sean 0 < A, < A1 < -+ < Ay < Aq los valores propios de A y
{v1,v1,- -+ ,v,} una base tal, con v; asociado a ;.

Escribimos ahora ey como combinacion lineal de los elementos de esta

base,
ey = Z Bivi.
i=1
Entonces n
H€0||z1 = Zﬁg)\i
i=1
y
n 2
Ip(A)eolls = ||D_ Bip(Ni)vs
=1 A
= Z B2Ni (p(\))?
i=1
< Jleoll% max (p(Ai)?.
1<i<n
Asi,
Ip(A)eol|?
S < max (p(A))?,
leolls 1<i<n

para todo p € g, entonces

A
inf lp(A)eoll4 < inf max |[p(\)].
peor  |legll 4 pEPK 1<i<n

Tenemos el siguiente:

Teorema 1.1.3 (Convergencia CG) Si 1 # 0, entonces en el k —
ésimo paso de la iteracion de CG se tiene que:

lexlly _ Ip(Aeoll
leoll o leoll 4
A
L Ip(@els
pepr  |leoll 4

< inf A
_plerlm Arerﬁ)j) ]p( )|

Donde o(A) representa el espectro de A.
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Corolario 1.1.4 Si A tiene sdélo m wvalores propios distintos, entonces la
iteracion CG coverge en a lo mds m pasos.

Prueba:

Basta considerar p(z) = [[ (1—z/\;) € pm, para el cual maxyc,(4) [P(A)] =

13

)

0. Asi, [lem|l 4 = 0.
Obtenemos ahora otro estimado para la razon de convergencia dependi-
ente del nimero de condicién en 2-norma de A, K = Apax/Amin-

Teorema 1.1.5 Si k es el numero de condicion de la matriz s.d.p. A, en-
tonces los errores de la iteracion CG aplicada al problema Ax = b satisfacen

b= [(E) (55

<2 Vi1 .
~ \Wke+1
Prueba:

Del teorema de Convergencia de CG, basta conseguir un polinomio p
cuyo méaximo valor para A € [Amin, Amax]| S€a la expresién de en medio.

Antes de indicar el polinomio adecuado, recordamos la recurrerencia que
define los polinomios de Chebyshev y sus principales propiedades.

Los polinomios de Chebyshev T} pueden generarse por la recurrencia:
To(z) =1, Th(z) = z,

Ti(z) = 22Tp—1(x) — Ty—o(x), k=2,3,---
Estos polinomios satisfacen:

e El coeficiente de 2™ de Ty, (x) es 2™~ para m > 1.

o 15, espar y Toy41 es impar.

Tn(x) = cos(marccos(z)), para —1 <z < 1.

T, (x) tiene m ceros distintos todos en [—1, 1] y son

2k +1
pk—cos<(+)ﬂ), k=0,1,2,--- ,m— 1.

2m

|Tm(z)| <1, para —1 <z <1.
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e Siz=3(24271), con z € R entonces T, (z) = 1 (2™ +27™).

La demostracion de estas propiedades se omiten por no ser de nuestro
interés, su obtencién se basa en la recurrencia y en propiedades de las fun-
ciones trigonométricas.

Sea ahora
. Amax 1 Amin . k+1

Amax — Amin k=1

entonces para & € [Amin, Amax] S€ tiene que:

2x

v - e-1,1].

)\max - )\min

Definimos ahora

Entonces,

1
max [p(A)] < .
s, P! T (7)]

Ahora escogemos z de modo que v = % (z + 271, ast
22— 2yz+1=0.

Tomamos entonces la solucion a la ecuacién cuadrética

Z:<7+\/72—1>

2
/€+1+ K+1 1
K—1 K—1

= (et e 17 o= 17) /- 1)

Asi,
z= ((/i—i—l)—l—\/@)/(n—l)

(VE+1)°
(VE+1) (Ve —1)

(a5




1.1. GRADIENTE CONJUGADO 13
Para este valor de z tenemos

max |pN)| < ——
e P < 7))

Que es el resultado deseado.

1.1.9 Los Métodos CGNR y CGNE

Cuando se trabaja con matrices no singulares no simétricas es posible seguir
utilizando gradiente conjugado a través de un cambio en el sistema a resolver
por uno equivalente cuya matriz de coeficientes sea s.d.p. Existen dos formas
clasicas de llevar esto a cabo. La primera se conoce como CGNR y consiste
en remplazar el sistema Ax = b por el sistema de ecuaciones normales

AT Az = ATh

y resolver éste usando CG. Es importante notar que

1Z — 2|3y = (@ —2)" ATA (% — )

Se sigue, de la propiedad de minimizaciéon de CG, que CGNR escoge zj en
zo + Ki(AT A, r9) de modo que se minimiza el residual ||b — Az, . De aqui
el nombre CGNR que significa C'G aplicado a ecuaciones Normales para
minimizar el Residual.

La segunda forma de abordar problemas lineales no singulares no simétricos
es la conocida como CGNE, que significa C'G aplicado a ecuaciones Normales
para minimizar el Error. En este caso el sistema que se resuelve por CG es
el sistema

AATy =,

y luego se hace © = ATy. La naturaleza del nombre de la estrategia se debe
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a que en este caso la propiedad de minimizacién es de la forma

17— yllPur = (G — )" AAT (5 —y)

1.2 Método de Residuos Minimos Generalizado

En contraste con CG, Residuos Minimos Generalizado (GMRES) es usado
para sistemas no simétricos. El proposito de GMRES es el de minimizar
la 2 — norma del residuo sobre K. Es decir la GMRES iteracién esta
caracterizada por

xp € xo+ Ky ; [|0— Az, = erelllcn lro — Az||y (1.11)
k

Esto es, GMRES pretende resolver un problema de minimos cuadrados sobre
el espacio Ky, [21]. El andlisis de este método se llevard a cabo suponiendo
que no ha sido dada solucién inicial o equivalentemente que la solucién inicial
es el vector nulo. Si el método debe aplicarse a un problema con solucién
inicial, basta aplicarlo al problema Az = rg y hacer x = z + xg.

1.2.1 Existencia y Unicidad.

Mientras que CG utiliza como base para Ky el conjuto de residuos ri, GM-
RES utiliza una base ortonormal que se forma aplicando directamente el
proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt modificado [21] a la sucesién
b, Ab, A%b, ... El algoritmo correspondiente es conocido como Algoritmo de
Arnoldi y los vectores (vj) que obtienen son llamados Vectores de Arnoldi
y constituyen una base ortonormal para Kj. El algoritmo de Arnoldi es
también utilizado para calcular los valores propios de una matriz [21].

Algoritmo de Arnoldi

v =
lIroll,
fork=1:M
w = Avg
forj=1:k

hjk = <Uj>w>
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w=w — hjkvj
end
Pry1k = |lwl]
if hpiir #0,
Vk+1 = hk’fﬁ
else
break
end
end

Noétese que para el célculo de vy es necesario que
k
Avk — Zj:l <Uj, Avk) Uj 7é 0

Si esto no ocurre entonces Avy, € Ky = gen (vy,va, ..., v) = gen (b, Ab, A%, ..., AF=1b),
AFb € K, y por tanto K1 = gen (b, Ab, A%, ..., A*=1b, AFb) C K. De

donde se sigue que Ky = Kii1 = Kgyro = ... En consecuencia, la infor-

macién obtenida por el algoritmo de Arnoldi es suficiente para encontrar

la base ortonormal deseada. Ademads, en tal paso k se puede encontrar la
solucion exacta al sistema, esto se prueba en el siguiente lema.

Lema 1.2.1 Sean A una matriz real n X n no singular y b € R™. Suponga
que los vectores de Arnoldi vi,ve, ..., v han sido calculados y que

k
Avk = Zj:1 <’Uj, Avk> Vg
entonces x = A71b € K.

Prueba. Puesto que Vi, = [v1,v2, ..., ;] es una matriz ortogonal n x k,
entonces H = Vi AV}, es una matriz k x k no singular. Deffnase 8 = ||b]|, ¥
sea y € R cualquiera. Asi, Vyy € K1, y

1b— AViylly = |Bv1 — ViHylly = ||Vi(Ber — Hy) ||,

donde e; = (1,0,...,0)7 € R*. Luego, tomando y = BH 'e; se obtiene
b—AViy=0yasiz=A"1b= V.

Es importante notar que este lema muestra que el algoritmo de Arnoldi
calcula vy mientras que z = A~1b ¢ Ky.

Teorema 1.2.2 (Ezxistencia y Unicidad de Iteracion GMRES) Supdngase
querj # 0 para 0 < j < k—1. Existe un unico x, € Ky, que satisface .
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Prueba. Cémo n}cin |b— Aylly = 76—1 # 0, entonces x ¢ Kj_;. Sean
YyeRk—1

Vi = [v1,v2,...,vx], donde {vy,vs,...,vx} es la base de Arnoldi para K.
Haciendo S = Rango(AVy), yo = by ||| = |||, en el Lema se tiene
que existe un tnico y; € R* tal que
b— AV, = min b—z 1.12
b= AVianll, = _ min b= I, (1.12)
= min [|b — AVl (1.13)
yERF

Asi, xp, = Viyi es el dnico elemento de Ky que satisface ((1.11)).

1.2.2 Implementacién

En primer lugar obsérvese que en el Algoritmo de Arnoldi se construye una
matriz Hessenberg Superior Hy de orden (k + 1) x k con la propiedad

Avy, = hipvr + oo+ hpVk + Rt kVk41
es decir Hy, esta caracterizada por la identidad
AVy = Vi1 Hy. (1.14)

Ademas, como Vi1 es ortogonal, es isometria y tal que Viie1 = % con

= [|b]|,,, se sigue entonces que para y € RF se tiene
B = [bll,, se sig que para y

16— AViylly = [Vierr (Ber = Hry)lly = [18e1 = Hiyll,

donde e; = (1,0,...,0)T € R¥*!. Entonces,

I~ Arell, = min o - Azl (1.15)
= min ||b — AVyl|, (1.16)
yERF
= min ||Be; — Hiy||, (1.17)
yERE
= [|Ber — Hyyll, - (1.18)

Lo que hemos hecho es reducir nuestro problema de minimizacion original
a uno en el que la matriz de coeficientes tiene estructura Hessenberg lo cual
facilita el proceso de calculo de ;. Por esta razén se usa en lugar de
en la implementacién del algoritmo de GMRES. Podemos entonces
plantear ya un primer algoritmo para GMRES el cual lleva a cabo el proceso
de simplificacién hasta ahora descrito.
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Algoritmo GMRES Basico

— b
U1 T
fork=1:M,
w = Avy,
forj=1:k,
hjk = <vj7 w)
w = w — hjpv;
end
Pt = ||w]
_ w
Uk+1 = hit1,k
{Resolver para yy, por minimos cuadrados,
Hyyr = Be1}
xr = Viyk

end

Obviamente este algoritmo no es del todo completo al no incluir una
forma. explicita de encontrar los xj; por no proporcionar un procedimiento
concreto para resolver el problema de minimos cuadrados que se plantea. Se
desarrolla enseguida un procedimiento presentado por Saad en [I8] para lo
obtencién de un algoritmo explicito a partir de la factorizacién QR de Hy.

Factorizacion QR y Minimos Cuadrados

La factorizacién QR permite escribir una matriz dada A de orden n X m
como el producto de una matriz ortogonal @) de orden n x n por una matriz
triangular superior R de orden n x m. Si se impone a R la condicién de que
su diagonal tenga entradas no negativas, esta descomposicién es Unica. Para
la obtencién de estas matrices nos basamos en la igualdad QT A = R como
nuestro objetivo y hallamos QT como la multiplicacién sucesiva de matrices
unitarias disenadas para ir sucesivamente anulando las componentes debajo
de la diagonal. Con ello @ serd el producto de matrices de la forma

I, 0O

0 I,_p—voT

Estas matrices suelen llamarse reflexiones o transformaciones de House-
holder, ver ( [II] KINCAID D. AND W. CHENEY 1994) para detalles.

Nos concentramos ahora en la factorizacién QR de Hy. Empezamos por
notar que dado que la matriz triangular superior a obtener debe tener el
mismo rango de Hj y por tanto debe entonces tener su ultima fila nula,
podemos entonces escribir la factorizacién QR de Hpcomo
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Ry,
donde Ry, es cuadrada de orden y rango k y triangular superior. Denotamos
sus componentes as:

11 T2 Ti13 Tk
T22 T23 T2k

Th—1k—1 Th—1k
Tkk

Una forma muy eficiente de llevar a cabo esta factorizacién en el caso
que nos interesa, es multiplicar de manera sucesiva a Hj por las matrices

i1 0 0
Pj: 0 cj SJ 0
S5 ¢
0 0 Ii—j

)

donde la parte no trivial de P; hace el siguiente trabajo

[ ¢ 8 ] [ Tij Tl } _ [ rij T+l ]
sj —¢ | [ Pjvig hjrige 0 Tjt15+1
y ademas observa las propiedades de ortogonalidad requeridas. Entonces,
Ry,
PP, PP H, = [ oT } .

Asi Q;;F = P.P,_1--- PP es la transpuesta de la matriz requerida en la
factorizacién QR.
Consideramos ahora si el sistema a resolver

Hyy, = Ber.

Multiplicando a izquierda por Q;‘g tenemos

ng:Hyk = Q%}gﬁela
Qi Hyr = Qf. Bex,

o [
0" Sk+1
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Donde g;, € R* y
[ Ik ] = Q;}Fﬁel-

Sk+1

e R .
Entonces dado que la ultima fila de [ O:,]f ] es nula, resolver por minimos

cuadrados

Hyyy, = Ber.
es equivalente a resolver

Riyk = gk-

Una vez hallado y;, se sigue el procedimiento de nuestro primer algoritmo
para encontrar el xj correspondiente. Sin embargo haremos una observacion
adicional que permite evitar tener que calcular x; desde y; hasta tanto se
tenga garantizada la convergencia. Resumimos todos estos resultados en el
siguiente teorema.

Teorema 1.2.3 Si Vi y Hy son las matrices generadas luego de k pasos de
GMRES y

R
es la factorizacion QR de Hy, entonces

e Ll rango de AVy es igual al rango de Ri. En particular si ri = 0,
entonces A es singular.

e El vector yy, que minimiza ||Hyy, — Beil|y estd dado por yj = R;lgk.

o FEl vector residual a los k pasos satisface

b— Az = Vir1(Ber — Hiyy)

= Vir1Qn(Shr1€r41)-
Por tanto,
16 — Azglly = |1l -
Prueba:
En efecto, por (|1.14])
AV = Vi Hy,
= Vir1QrQF Hy,

= Vi1 Qi Ry
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Como Vi 11Qy es ortogonal entonces AV, y Ry tienen el mismo rango.
Obsérvese ahora que,

(Hryr — Be1) = (Qk [ ORzlf ] Y — Qr [ Ik D (1.19)

= (| ot Ju- 1 ]):

Por tanto, como Q)i es ortogonal, es isometria y se tiene

Ry, Ik ]
H — = -
H kYk 5€1H2 H[ o7 ] Yk [ Sort

2

Asi, la soluciéon por minimos cuadrados de Hyyr = [Be1 debe ser igual a la
solucién por minimos cuadrados de

AN
or Skt |

la cual obviamente es y; = R,;l G-
Por tdltimo, notamos que por (|1.19))

b— Az = Viy1(Ber — Hiyr)

= Vi 1Qk ([ g_’i]il
= Vi 1Qk ([ Ik

R
ot )
9k
Sht1 0

5]

El ultimo resultado de este teorema es de especial importancia en la
medida que permite conocer el residual que generard zj; justo después de
efectuado el proceso de factorizacién QR, evitando asi tener que calcular xy,
hasta no tener garantizada la convergencia.

Recogemos todas estas estrategias en el siguiente

]_
]_

= Vir1Qrk (Shg1€841) -

Algoritmo GMRES basado en QR

v = ﬁ

fork=1:M,
% Proceso de Arnolds
w = Awvy,
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forj=1:k,
hjr = (vj, w)
w=w — hjk'Uj
end
hit1k = [[wl]
Uyl = 57—
k+1 het1,k
%Se inicia la factorizacion QR con

%las Transformaciones de Householder
forji=1:k—-1
auxr = cjhjp — sjhji1
hjy1, = sjhjr + cjhjpak
hjr = aux
end
u = Sqrt(h%H’k + h2,)
C — hkk / u
sk = =P /W
hik = crhik — Sphisk
hiy16 =0
9k+1 = Sk9k;
9k = CkGk;
%Se Chequea la convergencia
rho = abs(gx+1);
if rho <= tolerance
y=h(1:k1:k)\g(1l:k),;
r=xz+v(,1:k)*xy;
return
end
end
Este nuevo algoritmo aunque completo tiene la dificultad de que en su
ejecucién se requiere mantener almacenada la matriz H, lo cual puede re-
querir gran capacidad de almacenamiento para sistemas de gran tamano.
Esta dificultad, aunque importante, es facil de salvar si se escoge un M que
sea pequeno respecto del orden de la matriz y se ejecuta este algoritmo de
modo iterativo reiniciando con la mejor aproximacion de los M pasos dados
previamente. Otra observacion crucial es que si la matriz A es una matriz
con estructura, como por ejemplo matrices Toeplitz, tridiagonales, etcétera,
se puede remplazar en el algoritmo el cdlculo Avg por la accién de la matriz
A sobre el vector, evitando asi tener que almacenar A. Entonces, teniendo
en cuenta estas dos estrategias, la de reinicializacién y la de utilizacién de
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acciones en lugar de almacenar la matriz de coeficientes, habilitan a GMRES
como un eficiente e importante método para la solucién de sistemas lineales
de gran tamano con estructura. Por 1ltimo, una ganancia adicional del uso

de GMRES es que el algoritmo no requiere del uso de acciones de la matriz
AT,

1.2.3 Analisis de convergencia

Puesto que A es no simétrica, no se puede contar con una base ortonormal de
vectores propios y por lo tanto no se puede obtener una desigualdad analoga
a la del teorema (2.3.1). Sin embargo, se da una igualdad anéloga a la que
aparece en este teorema y se consigna en el siguiente resultado. La prueba
es completamente similar y debido a esto no se presenta.

Teorema 1.2.4
Il = i ()l < (i )1 ) 0]

Corolario 1.2.5 GMRES calcula la solucion exacta, a lo mds en n itera-
clones.

Prueba. Sea q(t) = det(A—tI) el polinomio caracteristico de A. Nétese
que ¢(0) = det(A) # 0, puesto que A es no singular. Definase

p(t):ﬂepn

q(0)

Obsérvese que p(A) = 0 y apliquese el teorema anterior.

Para el caso en que A es una matriz diagonalizable, y basdndonos en
el teorema anterior, se puede obtener una cota para la norma residual que
depende del niimero de condicion espectral de la matriz diagonalizante. Este
es el objeto del siguiente teorema.

Teorema 1.2.6 Sea A = VAV ™! una matriz no singular diagonalizable,
con A diagonal. Para cualquier polinomio p € Py, se tiene

Il < (o (9001 ) o

donde k = ||V, HV71H2'
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Prueba. Basta observar que
Ip(Allz = [[VA)V ],

<[Vll Ip()lly [V, = (;;333) !pwl)

y utilizar el teorema (3.3.1). m

Corolario 1.2.7 Si A es una matriz no singular diagonalizable, con exac-
tamente k wvalores propios distintos, entonces GMRES calcula la solucion
exacta a lo mds en k iteraciones.

1.3 LSQR

1.3.1 Problema

Nuevamente se pretende dar solucién al problema

Az =b. (1.20)

Aqui A es rala (o esparcida), de rango columna completo, y de orden
n X m con ny m grandes y b es un vector de R™. El problema se resuelve en
el sentido de minimos cuadrados, es decir, remplazamos el problema
por el problema: Hallar x € R™ tal que

min {||Ay — bl|, /y € R™} = || Az — bl (1.21)

Presentamos el Algoritmo LSQR ([I7] PAIGE, C. AND M. SAUNDERS
1982) como un procedimiento para resolver (1.21]) que requiere de poco es-
fuerzo computacional y ofrece resultados de calidad.

1.3.2 Introduccién

El algoritmo LSQR es un procedimiento para la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales desarrollado por Paige y Saunders en ([17] PAIGE, C.
AND M. SAUNDERS 1982) y que se basa en el proceso de bidiagonalizacién
de una matriz. La bidiagonalizacién de una matriz utilizada en LSQR fue
desarrollada por Golub y Kahan en ( [5] GOLUB, G. AND W. KAHAN
1965) para el célculo de valores singulares. A su vez la bidiagonalizacién se
desarrollo originalmente desde el proceso de Tridiagonalizacién desarrollado
por Lanczos ( [12] LANCZOS, C 1950) en la generacién de métodos itera-
tivos para el célculo de valores propios. Por esta razén, la bidiagonalizacién
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es atribuida a Lanczos. Es importante resaltar que estas factorizaciones
se originaron resolviendo problemas de valores propios y no problemas de
minimos cuadrados.

Luego, en ( [16] PAIGE, C. AND M. SAUNDERS 1975) los autores es-
tablecen una relacién entre la solucion de sistemas por métodos clasicos como
Gradiente Conjugado y MINRES y la solucién de los sistemas inducidos por
la tridiagonalizacién. Para una referencia mas reciente ver ([6] GOLUB,
G. AND C. VAN LOAN 1996). Maés tarde, como mencionamos arriba, en
([I7] PAIGE, C. AND M. SAUNDERS 1982) se presenta el método LSQR y
se muestra su equivalencia con CGLS (Gradiente Conjugado para Minimos
Cuadrados, sobre la ecuacién normal). Por tltimo, es bueno anotar que
en ([I] BENBOW, S 1997), Benbow extiende el algoritmo LSQR a fin de
generar un LSQR precondicionado.

En seguida presentamos la Bidiagonalizacion de Lanczos, se deduce el
algoritmo y se establece la relaciéon con problemas de minimos cuadrados
y la relaciéon con subespacios de Krylov. En la Seccién [1.3.4] se obtiene
el algoritmo LSQR mostrando primero la relacion entre factorizacién QR y
bidiagonales, luego entre QR y minimos cuadrados y por ultimo la deduccién
del algoritmo.

1.3.3 Bidiagonalizacién de Lanczos

La bidiagonalizacién de Lanczos de una matriz A de rango columna com-
pleto, y de orden n x m proporciona matrices U,V y B tales que U esnxn,V
esmxn,Besnxn, UTU =1, VIV =1I,, U'AV = B y B es de la forma

aq
B2 2
B3 a3

611—1 Qp—1
Bn Qo

Por tanto se satisfacen se satisfacen las dos condiciones

AV = UB,
ATy =vBT,
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La primera se escribe como:

A[vl Vg v vn]
o ;
B2 o
=[uw uz - upy | B3
Qn—1
L Brn  an ]
y conduce a las relaciones
Av; = oui + Big1uipr, 1 <i<n—1, (1.22)

Av, = apug,.

De otra parte, la condicion ATU = VBT se escribe como:

AT[ul Ug -+ Up ]
[ B 1
az B3
frg |: ’Ul 1)2 e UTL :|
Qp—1 ﬁn
- an -
lo que conduce a las relaciones:
ATU1 = (X1vq, (1.23)

Alw; = av; + Bvica, 2<i <n.

Ahora las relaciones establecidas en ([1.22]) y (1.23]) permiten notar que cono-
cido un vector incial para determinar el u; se encuentra ficil el vy y para el
resto de los vectores se puede hacer uso de las relaciones

,Bj+1u]'+1 = A’Uj — Q5Uy, ] = 1, 2, (124)
T .
ajr1vjpr = Atuy — By, j=1,2, .
Una vez efectuado el proceso [ veces se cuenta con matrices

Ugpr=[w uy - wyr |,

Vi=[wv v2 - wu ],
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tales que, gracias a las relaciones en ([1.24]), satisfacen:

Up1(Bier) = b, (1.25)
AV = U1 B,

T T T
AT U1 = ViB) + agq1vig1€p -

Estas relaciones concuerdan con nuestro objetivo de bidiagonalizacion y
junto con (|1.24]) nos habilitan para plantear el siguiente algoritmo.

Algoritmo
Input b
Prur =b
a1V = ATu1
Forj=1:1

Bitiujr1 = Avj — aju;
ajr1vjr1 = ATuji1 — Bj1v;
end
donde los aj, 3; > 0 y se escogen de modo tal que |lu;|l, = [lvjlly = 1.

Bidiagonalizacion y Minimos Cuadrados

Retomamos ahora nuestro problema inicial ([1.20)),
Ax =b.

Supongamos que se han llevado a cabo [ pasos del algoritmo de bidiagonal-
izacion tomando como vector de entrada el lado derecho b. Nos concentramos
en aproximar la solucion mediante combinaciones lineales de las columnas de
V;. Nos planteamos entonces el problema de: Hallar ¢; € R tal que z; = Vjt;
satisfaga

min{HAVlt — byt e Rl} = || Az — b)), (1.26)
Pero de (|1.25)),
|AVit = b|| = |Ui1 Bit — b||
= U1 Bit — Brua||

= |[Uy1 (Bit — Brer)||
= ||Bit — Breall-
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La ultima igualdad se sigue de la ortogonalidad de las columnas de Upy;.
Entonces el problema (1.26)) se reduce a: Hallar ¢; € R! tal que

min { | Bt = rer]| : ¢ € R'| = || Bty = Brea|. (1.27)

En este punto nos encontramos en una situacién completamente similar
a la que nos encontramos en el caso GMRES luego de aplicar el algoritmo
de Arnoldi, razén por la cual nos sentimos fuertemente tentados a efectuar
una factorizacién QR a B; y obtener asi un algoritmo explicito. En efecto
esto es lo que haremos para obtener el algoritmo LSQR, pero lo aplazamos
un poco para establecer otra importante relacién de LSQR, pero esta vez
con CG.

Relacion con Espacios de Krylov

La razén de buscar aproximar la solucion del problema ((1.20)) con combina-
ciones lineales de columnas de V; la indica el siguiente teorema que indica
la naturaleza de ese espacio.

Teorema 1.3.1 Si Upyy = [ug ug ... w1l], Vi = [v1 va ... v] son las
maltrices obtenidas en el proceso de bidiagonalizacion de Lanczos, entonces
u; € Kj(AAT,b),
v; € K;j(ATA, ATb).

Prueba: Para j = 1, el resultado es inmediato de las igualdades

Biur =0,

a1V = AT’U,l.
Supongamos que se cumple para j. Veamos que se cumple para j + 1.

Como se cumple para j, entonces existen escalares p;, A\; € R, i =
1,2,...,7 tales que

i (AAT)=1p,

g):
Il
Mw.

1

..
I

0i(AT A)i=1 AT,

I
M

N
Il
N

Uj

Entonces del algoritmo de bidiagonalizacién,
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Bj+1uj+1
= Avj — ozjuj
J ) J )
=A Z gOi(ATA)Z_lATb —Qj Z )\i(AAT)Z_lb
=1 i=1
J . J .
= > 0i(AAT)b — oy - Mi(AAT) 1D
=1 =1
J . .
= —Oéj>\1b + Z (901‘71 + Ai)(AAT)Z_lb + QOj(AAT)Jb.
1=2

De donde se sigue que u;11 € K j+1(AAT, b), podemos entonces garanti-
zar la existencia de escalares o; tales que

Jj+1 '
Uj+1 = Z O'Z‘(AAT)Z_lb.

i=1
Con lo que a partir del algoritmo obtenemos que:
ARAR
= A1 — Bir1v;

J+1 ) J A
= AT Zl O'i(AAT)Z_lb — ﬁj+1 Zl (pi(ATA)Z_lATb

J+1 . i .
= > 0i(ATA) T ATD — 811 Y i (AT A) =1 ATY
=l i=1
J ' '
- Z:1 (i - 6”1%)(ATA)ZIATI)> + 0j41(ATA)T A b,

Asf, vj11 € Kji1(AT A, ATb).
En el objetivo del método LSQR  es:
Hallar 2; € K;(AT A, ATb) tal que

min {||Az — b /z € K;(ATA, ATb)} = ||Az; —b]|. (1.28)

En tanto que el objetivo del método de gradiente conjugado (CG), apli-
cado al sistema (ATA) T = (ATb) , €S:
Hallar z; € K;(AT A, ATb) tal que

min { | AT Az = ATb| 41y i@ € Ki(ATA, AT (1.29)

= || AT Azy — ATD|| 4o gy - (1.30)
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Donde ||2[7 yr 41 = 27 (ATA) 7!
Sea ahora Z la solucién éptima por minimos cuadrados del problema

, entonces AT Az = ATb.
Luego
AT Az — ATbH(ATA)—l
— (AT Az — ATH)" (AT A)~L (AT Ax — ATD)
— (AT Az — AT A2)" (ATA)~L (AT Az — AT A)
= (x—2)" (ATA) (z — 1).

Noétese que b = Ai es la proyeccién ortogonal de b sobre el espacio
generado por las columnas de A. Entonces,

AT Az — ATH{yr g1 = (z = 2)" (ATA) (2 — )
- < ) (Ax - B) (1.31)
= [Ja= -3
Pero,
Az —bl? = |Ae—b+b—s|

(1.32)

Jaz =3l + ool

La ultima igualdad se debe a que (Az —b) estd en el rango de A y (b—b)
estd en su complemento ortogonal, es decir en el espacio nulo de A7

Con esto la minimizacion indicada en es la misma indicada en
(1.29)).

Por esta razon puede afirmarse que LSQR, bajo aritmética exacta, es
equivalente a CGLS.

1.3.4 El Algoritmo LSQR

Una vez establecido con claridad el objetivo de LSQR tenemos por delante la
tarea de disenar un algoritmo eficiente para calcular z; . Aunque la respuesta
inmediata en este punto es resolver Bjt; = [B1e; y usar entonces la relacion
x; = Vit;. Esta resulta ser nada atractiva ya que obligaria a mantener en
memoria los vectores v;, lo cual definitivamente no es nada econémico.
Para resolver esto utilizaremos la estrategia empleada por Paige y Saun-
ders en ( [I7) PAIGE, C. AND M. SAUNDERS 1982), que saca provecho
del proceso de factorizacién QR para matrices bidiagonales que requiere tan
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s6lo de una actualizacién muy sencilla a la hora de incrementar el orden.
Con ello Paige y Saunders consiguieron un algoritmo con poco consumo de
memoria y usando sélo una multiplicacién matriz-vector con A y una con
AT en cada iteracién. Esto tltimo facilita su implementacién en problemas
donde A es grande y con estructura.

Estudiaremos primero algunas propiedades 1tiles de la factorizacién QR
de una matriz bidiagonal, para luego pasar a la deduccién del algoritmo.

Factorizacién QR y Bidiagonales

Usaremos nuevamente la factorizacion QR como herramienta eficiente para
resolver el problema de minimos cuadrados al que hemos reducido nuestro
problema inicial gracias a la bidiagonalizacién. Empezamos por observar que
la factorizacion QR de la bidiagonal ha de seguirse de modo muy similar a la
efectuada en el caso de la matriz de Hessenberg obtenida en el caso GMRES,
pero como veremos tendremos la ventaja adicional de que la matriz R que
se obtiene serda también bidiagonal simplificando ain ma&s el problema de
minimizacién.

La implementacién de esta factorizacion se basa nuevamente en transfor-
maciones Householder aplicadas sucesivamente para obtener Q. Nos con-
centramos ahora en los detalles de la factorizacién QR de B;. Empezamos
por notar que dado que la matriz triangular inferior a obtener debe tener
el mismo rango de B; y por tanto debe entonces tener su ultima fila nula,
podemos entonces escribir la factorizaciéon QR de B; como

Qi B = [ ORJL ]

donde R; es cuadrada de orden y rango [ y bidiagonal superior. Denotamos
sus componentes asi:

p1 0o
p2 03

pi—1 0
oL

A fin de efectuar de modo eficiente el proceso, en el caso que nos interesa,
multiplicamos de manera sucesiva a Bjy; por las matrices
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Ii.1 0 0
p=|o 9 % 9
S; —¢Cj
0 0 I

donde, en este caso, la parte no trivial de P; hace el siguiente trabajo

FR I b
Sj —Cj Bit1  j+1 0 pjn

y conserva las propiedades de ortogonalidad requeridas. Entonces,

0
By 0141
PP _1---PoP1B 1 = o ﬁl—:l_
07 Biio

Sea ahora QT = P,P,_; - -- P, P}, entonces si usamos la notacién de Mat-
lab, podemos afirmar que Q7 = (Q(1:1+1,1:1+ )

Factorizacién QR y Minimos Cuadrados

Retomamos ahora el problema ((1.27)) de resolver por minimos cuadrados la
ecuacion Bjt = B1e1. Como @) es ortogonal

| Bit — Brex|l = [|QiBit — Qi(Brer)||
-[[a Je-[ 2]
or G141 |||

h } y podemos denotar fi=1[ ¢1 2 -+ @

donde Q;(f1e1) = { P

Claramente la mejor solucién al sistema estd dada por t; = Rl_l fi. Por
tanto la mejor solucién a nuestro sistema ((1.20)) es

}T

=Vt = (ViR ") fi.

Sea ahora D; = (V}Rl_l) y digamos D; = [d1ds...d;], entonces

!
T = Z ©jd;
j=1
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Pero D;R; =V, , entonces si convenimos dy = 0, encontramos que

dj = i(vj — 0jdj-1).
Pj
Ademads, como
R, 0
Rip1 = Ot1 |
0% Pi+1

entonces Dyy1 = [Dy,dj11] con

1
dip1 = — (i1 — O dy).
Pl+1

Asi, 2141 = 21 + @i+1d;+1- Lo que nos indica que la siguiente aproximacién
puede obtenerse de la anterior s6lo mediante una actualizacién que no re-
quiere mucho esfuerzo si recordamos que se debe cumplir que:

{ Cly1 Si+1 } [ﬁl-ﬁ-l 0 ] _ [ prv1 Oy ]

Si+1  —Cl+1 B2 Qiy2 0 Pri2
Cl+1  Si4+1 Pre1 | _ | Pl
S+l —Cl41 0 D142

Esto nos deja completamente habilitados para proponer un algoritmo
para LSQR.

Construccion del Algoritmo LSQR

Como vimos arriba para obtener x;41 a partir de x; se requiere calcular dj4

y ¢p1i1. Pero djyq requiere v, 1, por tanto se hace preciso que se ejecute un
nuevo paso de bidiagonalizacion de Lanczos. Ahora, d;;; requiere también
pi+1, asi es preciso llevar a cabo un nuevo paso de factorizaciéon QR y por
ultimo es necesario usar los coeficientes de la ortogonalizacion para encontrar
Pl41-

Presentamos dos algoritmos, el primero conservando los nombres y subindices

de la teoria y estd basado en el obtenido por Benbow en ( [I] BENBOW, S.
1997).

Algoritmo LSQR

Input A,b
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Yo = 0,
frur = b,
ajvy = ATuy,
dy = vy,
o1 = b,
P1 = a,

Forj=1:M

%Paso de Bidiagonalizacion.
Bitiujr1 = Avj — aju;
ajp1vje1 = ATuji — Bjtav;

%Paso de transformacion ortogonal

P 9 1/2
(/’j + j+1>

pi =

¢j = pj/pj

si = Bivi/p;

Ojr1 = sjajn

Pi+1 = —CiQjt1

i = P

Pj+1 = SjPj

%Paso de actualizacién

yi = yi-1+(pi/pj)d;
div1 = vjy1— (0j+1/p5) d;

end

Es claro que dado que solo se requiere efectuar algunas multiplicaciones
por A y AT, no necesariamente hay que cargar A a memoria, siempre y
cuando se disponga de una subrutina que efectie este trabajo.
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Capitulo 2

Precondicionamiento

2.1 Introduccion

Queremos resolver el sistema lineal Ax = b, con A matriz no singular real.
En software comercial, no es raro que para este problema se prefieran los
métodos directos a los iterativos. El motivo principal es que los primeros
se conocen mejor y que los segundos tienen mayor probabilidad de dar re-
sultados desalentadores por demorados o por incorrectos. En este capitulo
se reportan estudios recientes que buscan acabar con ambas debilidades. Se
trata de métodos de precondicionamiento, que no solo buscan acelerar los
métodos iterativos sino también hacerlos mds confiables. Para que estos
métodos sean verdaderamente ttiles, es conveniente que la matriz A sea
rala, es decir, que la mayor parte de sus elementos sean cero. Es muy con-
veniente también que la matriz sea estructurada, por ejemplo, una matriz
en la que los elementos no nulos estan situados inicamente en unas cuantas
diagonales, llamadas bandas. De esta manera, no es necesario almacenar la
matriz en memoria.

La idea del precondicionamiento es la reducciéon del ntmero de itera-
ciones requerido para la convergencia, transformando el sistema original
Ax = b en un sistema Ax = b, de tal forma que se satisfagan las siguientes
propiedades:

e Resolver Az = b no debe incrementar considerablemente el ntimero de
operaciones que se requieren para resolver Ax = b.

e Ax =by Az = b tienen la misma solucidn, es decir, A-p = A 1.

La matriz A y el vector b se consiguen por premultiplicacion o posmulti-
plicacién por matrices llamadas precondicionadores que deben ser facilmente

35
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invertibles. Por medio de un precondicionador se transforma el sistema
Ax = b en otro equivalente con condiciones espectrales més favorables y
se reduce el niimero de iteraciones requeridas para la convergencia, sin in-
crementar significativamente la cantidad de célculos por iteracién. Cuando
esto se hace, hay que poner en una balanza los costos y los beneficios; es
decir, el costo de construir y aplicar un precondicionador versus la ganan-
cia en rapidez de convergencia. Ciertos precondicionadores necesitan una
pequena fase de construccién pero otros pueden necesitar un trabajo sus-
tancial. En el segundo caso la ganancia puede estar en el uso repetido del
mismo precondicionador en multiples sistemas lineales.

Hay varias opciones para construir el nuevo sistema. Por ejemplo, tomar
una matriz no singular M y formar el sistema

M 'Ax =M'b (2.1)

o la que se usa mucho maés, tomar M = M;Ms, con My y M> matrices no
singulares y formar el sistema

MY AMy (Myx) = M b,

A las matrices M1 y M> se les llama precondicionadores a izquierda y derecha
respectivamente. En este caso, el esquema para precondicionar un método
iterativo es como sigue:

1. Hacer b «— Ml_lb.

2. Aplicar el método iterativo sin precondicionamiento al sistema

M;YAM; Yy = 0.

3. Calcular x = M{ly.

Nétese que si A es simétrica y definida positiva (spd) y ademds, M =
M2T , entonces la matriz transformada también es spd. Por tanto esta manera
de hacer precondicionamiento es preferida a simplemente multiplicar por una
matriz como en . Al fin y al cabo, si Ay M son spd, nada se puede decir
de M~1A. Afortunadamente, aunque se trabaje con un precondicionador de
la forma M = MjM,, de todas maneras hay formas de escribir el algoritmo
del método iterativo precondicionado de tal forma que la inica adicién al
algoritmo previo sea un paso de la forma

Resolver para z en Mz = v.

El capitulo estd organizado asi: Los métodos iterativos basicos se describen
en la seccién 2. En la seccién 3 se tratan métodos de precondicionamiento
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basados en los métodos iterativos basicos y en factorizacién LU incompleta.
En la secciéon 4, se mencionan otros aspectos sobre precondicionamiento,
como el tratamiento de matrices 2 x 2 por bloques de la forma KKT y unos
comentarios acerca de la computacién en paralelo.

2.2 Meétodos Iterativos Estacionarios

Sea A una matriz cuadrada de orden n x n sobre C y sean x, b elementos de
C™ tales que
Ax =b.

Entonces para cada matriz () de orden n X n se tiene que
Qr=(Q— A)x+0b. (2.2)
Ahora, si @ es invertible se tiene también
r=I-Q 'A)z+Q ' (2.3)

Lo cual indica que = es un punto fijo de la aplicacién F(z) = (I —Q 1 A)x +
Q7 'b. Ademss la ecuaciones (2.2)) y (2.3) inducen las iteraciones

Qz® = (Q — Az 4 by (2.4)
a® = (I - QT A)z*=1 + Q",

que a su vez generan una sucesion {x(k)} de aproximaciones a x.
Note que si z®) — 2 entonces

z=T—-Q 'A)z+Q

O sea, z seria también un punto fijo de la aplicacién F.
Noétese ademas que

Hx(k) - xH - H(I — Q1 A)z*D 4 Qb
— (I -Q Az +Q b
=|la-ea (0 -a)]
< [[1- Q7 a] ||o®0 — 2.
Y aplicando esta desigualdad de modo iterado encontramos que

)

[o® =] < 1= @71 a)" [+ -
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donde z(® es una aproximacién inicial dada.
Por tanto, si HI - Q_lAH < 1 para alguna norma subordinada, entonces

HI — Q_IAHk — 0 cuando k — +o00 y con ello {x(k)} converge y lo hace al
punto x. Tenemos entonces el siguiente

Teorema 2.2.1 Si HI — Q*IAH < 1 para alguna norma subordinada, en-
tonces la sucesion {$(k)} definida en converge a T para cualquier vector
inicial (0.

Definicion 2.2.2 Todo procedimiento iterativo de la forma se conoce
como método iterativo estacionario para Axr = b. Se dice que un método
iterativo estacionario es convergente si la sucesion obtenidad converge a la
solucion del sistema para todo punto inicial (9.

2.2.1 Radio Espectral y Convergencia

Definicion 2.2.3 Dada una matriz A se define su radio espectral, notado

o(4), por:
p(A) = max {|\| : det (A — X\I) = 0}.

Es decir, p(A) es el méximo de los médulos de los valores propios de A.

A fin de establecer una relaciéon directa entre el recién definido radio
espectral y la convergencia de métodos iterativos estacionarios presentamos
el siguiente

Teorema 2.2.4 La funcion radio espectral satisface la ecuacion

p(A) = inf 1Al
en la cual el infimo es tomado sobre todas las normas matriciales subordi-
nadas.

Antes de probar este resultado probaremos el conocido Lema de Schur
que establece que toda matriz es unitariamente semejante a una matriz
triangular. Aqui debemos recordar que una matriz A es semejante a una
matriz T si existe una matriz invertible P tal que

A= PTP .

Es facil notar que la semejanza de matrices es una relacion de equivalencia,
es decir, es reflexiva, simétrica y transitiva. Ademads, matrices semejantes
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tienen el mismo polinomio caracteristico y por ende los mismos valores pro-
pios y el mismo radio espectral.

Ahora, una matriz P se dice unitaria si es invertible y su inversa es su
hermitiana, la traspuesta conjugada P = [pj;]. Entonces A es unitaria-
mente semejante a T’ si existe P unitaria tal que

A= PTPH,

Probaremos también otro Lema auxiliar que utiliza el Lema de Schur
para encontrar una matriz triangular semejante a A y en la que el tamaio
de las entradas fuera de la diagonal se puede controlar.

Lema 2.2.5 (de Shur) Toda matriz cuadrada es unitariamente semejante
a una matriz triangular superior.

Prueba al Lema de Schur

Procedemos por induccién sobre el orden n de la matriz. En todo caso
A es una matriz cuadrada de entradas complejas y orden n.

Para n = 2. Sea A un valor propio de A y x1 un vector propio de A
asociado a A, tal que #7z = 1, esto es de norma uno. Escogemos ahora xo
vector de C? tal que {x1, 22} sea base ortonormal de C2,

Por tanto, U = [ T T9 ] es matriz unitaria tal que

UHAU: UH [ Aa;l A.CCQ }

= UH [ )\1)1 AJZQ ]
r .H
T3
[ 2z, 2H Az
| 2l 2l Az
(A 2l Az
| 0 xffAxy |7

Entonces, A es unitariamente semejante a la matriz triangular superior

A all Ay
0 aflAxy |-

Supongamos ahora que la proposicion es cierta para n € Z y veamos que
se cumple para n + 1.
En efecto, sea A cuadrada de orden n + 1 y sean ademés A un valor

propio de A y x1 un vector propio de A asociado a A, tal que xlTazl = 1.
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Escogemos ahora ai,as,--- ,a, en C"! tales que {x1,a1,as, - ,a,} sea
base ortonormal de C**!. Entonces, U; = [ ai as -+ an ] es matriz de
orden (n+1) x ntal que Uy = [ 21 U | es unitaria y ademés

Ultav, =l [ Az, AU,

=U' [y AUy |
i )

= T H [ )\33‘1 AU1 ]

1

_ [ et of AU
| Ui zy U AU,
Azl AU

| Onx1 UTAU; |-

Donde hemos usado los hecho 2727 = 1 y que las columnas de U; son
ortogonales. . .
Ahora, B = UM AU; es cuadrada de orden n. Asi, por hipétesis de
induccién existe una matriz unitaria Uy tal que
URBU, =T,

con T cierta triangular de orden n. Hacemos ahora

o 1 O1xn
Vo= [ Onx1 Us } ‘
Entonces
_ oo
UFUH AUVU, = UF oA 1 1 ;Ul ] Uy
| Unx
—ul A 2 Al ] [ L Oixn }
L 0n><1 B On><1 U2
_ UH A Q?{—IA[:]102
2 | Onxa BU»
_ 1 len :| |: A .CC{{A?162 :|
| Opx1 UH Onx1 BU,

A foU1~Ug
| Onx1 UF BU;,
_ [ A ${{A01U2
L Onxl T ‘
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Entonces, (UlUg)HA(UlUg) es triangular superior y es facil ver que Us
es unitaria y con ello también lo es (U;Usz). Por tanto, A unitariamente
semejante a una matriz triangular.

Lema 2.2.6 Toda matriz cuadrada es semejante a una matriz triangular
superior con entradas fuera de la diagonal tan pequenas como se desee.

Prueba. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Por el Lema de Schur,
A es unitariamente semejante a una matriz triangular superior, es decir
existe una matriz U unitaria y una matriz triangular superior 1" tales que

UYAU =T.
Sea ahora € real positivo tal que 0 < € < 1, construimos la matriz diagonal
D = diag(e,€%,--- ,€"). Entonces D es invertible y ademés
D7'TD

tiene elementos de la forma tijej ~i. Pero como T triangular superior, los
elementos de este producto con j < ¢ son todos nulos y para los demas se
tiene que

|tije’ "] < ety
Por tanto, tomando un valor apropiado para e,las entradas de la matriz
triangular D™'TD, la cual es semejante a A por transitividad, serdn tan

pequenos como se desee.
Prueba del Teorema [2.2.4] Probaremos ahora sf la relacién

p(A) = inf 1A},

donde el infimo se toma sobre todas las normas subordinadas y p(A) se
entiende como el maximo de los médulos de los valores propios de A.
Empezamos probando que

p(A) < iHr}”f Al

para ello basta observar que si A es un valor propio de A y x es vector propio
asociado, entonces para cada norma subordinada se tiene que

Al lz]| = [l Az
< [l Al ||l -
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Entonces, |A| < ||A]| para todo valor propio de A y toda norma subordinada.
De donde,

max {|\| : det (A — A\I) =0} < 1”n”f Il Al ,
p(4) < lﬁf IAIl-

Antes de probar la otra desigualdad notamos dos hechos referentes a las
normas de matrices. El primero es que si ||| es una norma subordinada
para matrices de orden n y S es matriz cuadrada invertible de orden n,
entonces la relacién

I1BI" =[]~ BS|

define también una norma subordinada. Para probar esto basta notar que
/ —

dada una norma ||| para elementos = en R", entonces |z||" = ||S™ x| es

también una norma y que para esta norma

Bz||’
1B = sup 152
Izl'0 Izl

|5~ Bx||
= su T T
isoimlzo 1571l
|S~'BSy|
= sup ——————
o Yl
= ||S7'BS||.

Aqui se utiliza el cambio de variable y = S~ 1x.
La segunda observacion es que para la norma |-||,, que se define en R”
por
[2]loe = max{|zi| : 1 <i <n},

es tal que su norma matricial subordinada asociada satisface

n

1Blls = moax > Ibil -
j=1
Procedemos ahora si a probar la desigualdad faltante. Sea ¢ > 0, en este
punto usamos el lema v las observaciones anteriores para concluir que
existe una matriz invertible S tal que S™'AS = D+T, donde D es diagonal y
T es estrictamente triangular superior de entradas suficientemente pequenas
como para que

1T <e
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entonces
|S71AS||, =D+ Tl
< |1 Dllos + 1T oo
<p(A4) +e
Asi,
1A% < p(A) +e. (2.5)

En resumen, dado € > 0 existe una norma matricial subordinada tal que se
cumple ([2.5). Por tanto, para todo € > 0

inf |41 < p(4) +e.

Luego,

inf 4] < p(4).

Teorema 2.2.7 (Convergencia) El método iterativo definido por
converge a la solucion de Ax = b, para cualquier vector inicial 2O siempre
que p(I —Q71A) < 1.

Prueba.
Como

p(I-QTA) <1y

oI = Q7 4) = inf |1~ Q7 4.
donde el infimo se toma sobre todas las normas matriciales subordinadas, se
tiene que existe una norma matricial subordinada ||-|| tal que || — Q71 Al| <

1 y asi por Teorema el método iterativo converge para cualquier vector
inicial z(©).

2.2.2 Métodos Estacionarios Clasicos

En esta seccién nos basaremos en la presentacién hecha en [I1] para intro-
ducir los métodos estacionarios mas importantes y utilizados. Se presentaran
resultados béasicos de convergencia para estos métodos. Para una exposicion

més completa ver [15]. Nos concentramos en los métodos de Jacobi, Gauss-
Seidel y SOR.
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En todos los casos caracterizaremos el método por la descripcién de la
escogencia de la matriz de iteracién @ en (2.4)). Para fines de notacién la
matriz A la descomponemos asi:

A=D+Cy+Cyg,

donde D denota la matriz diagonal cuyas entradas son las de la diagonal de
A, es decir D = diag(diag(A)), Cr, denota la parte estrictamente triangular
inferior de A y Cy la parte estrictamente triangular superior.

Método de Jacobi

Consiste en tomar la matriz de iteracién @ como la matriz diagonal D.

Nétese entonces que si a; # 0 para i@ = 1,2,---  n la iteracién toma la
forma
2* D) = Dp~1(D — A)2® + Db, (2.6)
lo cual en las componentes se escribe como
k+1 1 k
:IZZ( + ) = — bi — Zai]‘:l}g- ) . (27)
i j#i

Ahora, como vimos arriba para garantizar la convergencia del método de
Jacobi para cualquier solucién inicial debemos tener que p (I — D_IA) < 1.
En este punto recordamos la norma matricial subordinada inducida por la
norma infinito en R™ para la cual

[A]l o = max Z il

1<i<n

Entonces como la diagonal de I — D_lA es nula, se sigue que
-1
|17 = D74l = 12550 lasi ]Z| ai -

Por tanto, HI — D_lAHOO serd menor que uno siempre que para todo ¢ =
1,2,--- ,n se cumpla que
Z \aij\ < \a“| . (2.8)
J#
Las matrices que cumplen se dicen Diagonalmente Dominantes.
Hemos probado el siguiente

Teorema 2.2.8 Si la matriz A es diagonalmente dominante entonces el
método de Jacobi converge a la solucion de Ax = b para cualquier vector
inicial z0).
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Método de Gauss - Seidel

Si el método de Jacobi es aplicado de modo secuencial en el tiempo, respecto

de las componentes de z(*t1)  entonces al calcular :n( 1 e habrén calculado
ya azng), a:ékH), e (kH) podemos entonces usarlas para el calculo de la

siguiente componente remplazando la expresion ) por la expresién

xEkH) _ 1 b; — Zaw (k1) Zal] . (2.9)

(0773 -
v 1< 7>

Esta es la iteracién de Gauss-Seidel. A nivel matricial esto implica tomar
@ como la parte triangular inferior de A, o sea Q = D + C. En este caso
la condicién de convergencia no cambia y la convergencia esta garantizada
por el siguiente

Teorema 2.2.9 Si la matriz A es diagonalmente dominante entonces el
método de Gauss-Seidel converge a la solucion de Ax = b para cualquier
vector inicial z(©).

Prueba: Necesitamos probar que p (I — Q‘lA) < 1. Para tal efecto sea
A valor propio de I — Q1A y sea x vector propio asociado con |z, = 1.
Entonces

(I-Q 'A)z = Az,
—Cy =D+ Cp)z.

Por tanto, se tiene que para 1 <7 <n

- Z a;jxrj = )\Zawxj, (2.10)

Jj=i+1
- n
)\(Liil‘i = —)\ E aijxj — E aij$]’.
j=1 Jj=i+1
Escogemos ahora ¢ de modo que |z;] = ||z||,, = 1. Entonces a partir de

(2.10] se tiene que para este valor de 1,

n

i—1
Al il < MY laggl + D lagg]

j=1 j=i+1
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Ahora como A es diagonalmente dominante se tiene que

> lais| <l

i
n i—1
D laigl < laiil =Y layj]
j=i+1 J=1
Por tanto,
i—1 n
AL sl = laigl | < D laggl s
j=1 j=i+1
y asi
. -1
1—1 n
A< Haal = lai] D ail < 1.
j=1 j=i+1

Como A se tomé arbitrario se tiene que p (I — Q_IA) < 1.

Método SOR

La sigla SOR viene del inglés Successive Overrelaxation que podriamos tra-
ducir como Sobrerrelajacion Sucesiva. La iteracién SOR puede pensarse
como una variacién paramétrica de Gauss-Seidel consistente en lo siguiente.
Partimos de la iteracién Gauss-Seidel original dada por

(k 1 k k
$§ —H) = — bz — Zaij$§ +1) - Zaijxg- ) 5 (211)
a’L’L . . b -
1<t 7>
pero tomamos el nuevo valor de mEkH) como
a =2l g (50— 2V, (2.12)

donde w es un parametro de valor real. Notese que w = 1 lleva a Gauss-
Seidel.

Ahora, remplazando en se obtiene la expresién matricial
equivalente que nos devela la matriz de iteracion involucrada en el proceso.
En efecto se obtiene,

(D 4 wCp) ) = (1 — w)D — wCy) 2*) + wb. (2.13)



2.2. METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS 47

De donde, Q = (D + wCr) y se debe chequear bajo qué condiciones
0 ((D +wC) ™ (1 = w)D — ch)) <1.
En este caso se tiene el siguiente

Teorema 2.2.10 Si A es hermitiana y definida positiva, Q@ no singular, D
definida positiva y o = w=! > 1/2 (0 < w < 2), entonces el método SOR
converge.

Prueba:
Empezamos recordando que la recurrencia SOR estd dada por las ecua-
ciones
(D 4+ wCp) %) = (1 — w)D — wCy) 2™ + wb,

O equivalentemente,
(aD+Cp)2®™ = ((a = 1)D — ) 2® 1 b, (2.14)
Qo™ = (Qun — A)z® 4+ b, (2.15)

donde @, = (D + () y hemos utilizado el hecho que A es hermitiana
para obtener Cy = CE.

Nos concentramos en y encontraremos el radio espectral de G =
(I — Q;lA) es menor que uno cuando se cumple la condicién indicada en el
teorema. Sea A un valor propio de G y x un vector propio de G asociado a
A. Definimos de modo auxiliar y = (I — G)z, se sigue que

y=Q;lAr, (2.16)
Qay = Ax.
Ademis,

(Qa —A)y = Qay — Ay (2.17)
= Ax — Ay
=A(z— Q;lA:c)
=A(I- Q;lA) x
= AGz.

Luego, de la definicién de Q,, y de (2.16) y [2.17)) se siguen las relaciones

(e —1)D - Cf") y = AGw, (2.18)
(aD+Cp)y = Ax.
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Al hacer producto interno con y se llega a

(a —1)(Dy,y) — (Cl'y,y) = (AGa,y), (2.19)
a(y, Dy) + (y,Cry) = (y, Azx) .

Sumando estas igualdades tenemos
(2a = 1) (Dy,y) = (AGz,y) + (y, Az) . (2.20)
Aqui se usan los hechos que

(Clly,y) = (y,Cry) ¥
(Dy,y) = (y, D"y) = (y, Dy) .

De otra parte como x es vector propio de GG asociado a A, se sigue que

(y, Az) = (y, Az) (2.21)

Ahora

(AGz,y) = (AXz,y) (2.22)

donde la iltima igualdad se debe a que A es hermitiana. Finalmente, nota-
mos que

(Dy,y) =(D(1 =Nz, (1 =N x) (2.23)
=1 - A?*(Dz,z).

Usando (2.21)), (2.22) y (2.23) podemos reescribir (2.20) como

(20 — 1)1 = A* (D, z) = X (1= X) (z,Az) + (1 — \) (z, Az) (2.24)
= (1 - \)\]2) (x, Az) .

Nétese que si A # 1, entonces al ser « > 1/2 y D definida positiva el lado
izquierdo de ([2.24)) es estrictamente positivo. Pero como A definida positiva
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y  no es el vector nulo, se tiene (x, Az) > 0 y por tanto (1 - \)\\2) > 0.

Asi, |A| < 1 que era lo que querfamos demostrar.

Ahora A = 1 implicaria, y = (1 —X)x = 0, que a su vez conlleva a
Az = Q.y = 0, por lo que tendriamos (z, Az) = 0 con z no nulo, lo que
contradice el hecho A definida positiva. Asi, debe ser A # 1. Por tanto,
p(I—Qz'A) < 1.

Es importante notar que nuestra prueba sigue siendo valida para cualquier
escritura de A hermitiana y definida positiva en la forma

A=D+C+CH,

con D hermitiana y definida positiva. También debe notarse que como el
método Gauss-Seidel es SOR con w = 1, este teorema es un nuevo resultado
para convergencia de Gauss-Seidel. Por supuesto la pregunta que nos aborda
ahora es qué valor de w nos garantiza la convergencia mas rapida? Una
respuesta a esta pregunta es la escogencia

2

R Ty

donde p(J) denota el radio espectral de la matriz de iteracién de Jacobi para
A. Las condiciones en las que esta escogencia es Optima son presentadas
en [I5] y no las presentamos aqui por no ser el objetivo central de este
documento, maxime cuando en la mayoria de las aplicaciones précticas tal
wy resulta tan dificil de encontrar como resolver el problema Ax = b, que es
nuestro objetivo.

2.3 Factorizaciéon Incompleta

Una clase importante de precondicionadores se obtiene de la factorizacion
LU, que sabemos trabaja para matrices arbitrarias. Sin embargo, existen
algunas variantes que explotan la estructura especial que pueda tener la
matriz: simétrica, definida positiva, ralas (sparse), etc. Para el caso de las
matrices con un patrén de dispersién o ralas, se tiene un procedimiento
denominado factorizacién incompleta, es decir: Si A es una matriz rala,
los factores L y U usualmente no tienen el mismo patrén de dispersion de
la matriz A, y como la idea es conservar este patrén, entonces se descartan
los elementos diferentes de cero en aquellas posiciones donde la matriz A
tenfa un cero. Tales posiciones se denominan fill-elements (posiciones
rellenadas). Asi se obtendria una factorizaciéon aproximada: A ~ LU.
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La idea de generar factorizaciones aproximadas ha sido estudiada por
muchos investigadores desde 1960. Posteriormente J. Meijerink y H. Van
der Vorst en 1977 [I3] la hicieron popular cuando la usaron para generar
precondicionadores para el gradiente conjugado y otros métodos iterativos.

En esta secciéon obtendremos un algoritmo para llevar a cabo la fac-
torizaciéon incompleta de una matriz dado cierto patrén de dispersién y se
prueba la posibilidad de ejecutar el algoritmo cuando la matriz A es diago-
nalmente dominante. Para llevar esto a cabo nos basamos en la presentacién
hecha en [19]. Empezaremos precisando qué entenderemos por factorizacién
incompleta, para luego obtener un algoritmo a partir de esta descripcién y
por ultimo estudiaremos para qué tipos de matrices nuestro algoritmo ha de
converger.

2.3.1 Conjunto de Dispersién

A fin de controlar los patrones de dispersién presentes en las matrices L y
U notamos por Z el subconjunto de {(7,7) : j # 14,1 < 1,5 < n} constituido
por las entradas en las que deseamos que L y U posean entradas nulas. Se
trata entonces de escribir la matriz A en la forma

A=LU+ R, (2.25)
donde las matrices L,U y R satisfacen las siguientes condiciones

1. ljj=1parai=1,2,--- n.
2. Si (i,5) € Z e i > j, entonces l;; = 0.
3. Si (i,j) € Z ei < j, entonces u;; = 0.
4. Si (i,j) ¢ Z, entonces r;; = 0.

Una escritura de este tipo se dice una factorizacién incompleta de A asociada
al patron de dispersion Z.

Es importante observar que estas condiciones implican que las matrices
L y U han de respetar el patron de dispersiéon postulado por Z y hacen que
la aproximacién de A por LU sea exacta por fuera de Z.

2.3.2 Algoritmo de Factorizacion Incompleta

Obtendremos ahora un algoritmo para llevar a cabo la factorizaciéon incom-
pleta de una matriz A, supuesta que dicha factorizacién existe. Esto pro-
bara que supuesta la existencia de la factorizacion incompleta, ésta ha de
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ser unica. Las condiciones para la existencia las estudiaremos mas adelante
en la seccién 2.3.5

Obtendremos las matrices L y U mediante un proceso inductivo de fila
a fila. Supongamos que han sido calculadas las primeras k — 1 filas de L y
de U, encontremos la k — ésima. Para tal efecto escribimos las k primeras

filas de (2.25)) en la forma

[An Alk]_[L;l TO :||:U11 Ulk]+[R11 Rm} (2.26)
A% Afk Liy €1n—k+1 0 Uﬁ RZI RZ};

Donde, en notaciéon de Matlab,

€1,n—k+1 s el vector de R *+1 con primera entrada uno y las demas nulas
y para las demas matrices la interpretacion es analoga.
Para nuestro algoritmo el interés se centra en encontrar los vectores L;{l

y Ul;";g. Pero de 1) se tiene que

LI U + R = AL, (2.27)
y
UL + RL = AL — LT Uy, (2.28)

Encontraremos los vectores deseados de modo secuencial, siguiendo el
orden

Ik Tk o s e k—1, Uk oy Uk kg 15+ 5 Uk

Supongamos que han sido calculados ly1, lk2, - - - , Ik, j—1, debemos hallar ahora
l ;. Si(k,j) € Z, hacemos l; = 0. En caso contrario, 1; = 0 y entonces de

(2.27)) se tiene que
J
> lniui; = ax,
i=1

Luego,
N
lkj = Ak Z@fl kithiy (2.29)
Uy

En este punto es importante observar que para (k,j7) ¢ Z no interesa
como hallan sido encontrados los valores previos para ly; y wij, si l; se
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calcula utilizando la componente (k,j) del producto LU ha de ser
ay;. Por tanto, el hacer l; = 0 para los (k,j) € Z no ha de afectar los
valores de LU fuera del patrén de dispersién.

Similarmente, si hemos calculado wpg, Uk k41, - , Uk j—1, debemos hallar
ahora uy ;. Si (k,j) € Z, hacemos uy; = 0. En caso contrario, 7,; = 0y

entonces de (2.28) se tiene que

k—1

Ukj = Qgj — § lkiwij.
i=1

Tenemos el siguiente algoritmo
L(1,1) =1,
forj=1:n
if (1,5) € Z
U(lv.]) = 0;
else
U(1,j) = AL, j);
end
end
fork=2:n
forji=1:k—-1
if (k,j)eZ
L(kvj) =0;
else
L(kvj) - (A(kvj) - L(kv 1 j - 1) * U(l .7 - 17.7)) /U(]')]);
end
end
L(k,k) =1,
forj=k:n
if (k,j)eZ2Z
U(kaj) =0;
else
Uk,j)=A(k,j) — Lk, 1: E—=1)«U(1: k—1,7);
end
end
end
Obsérvese que la inicializacién para la primera fila de L y U garantiza
cumplir las condiciones deseadas, independientemente de lo que vaya a colo-
carse en las entradas de las siguientes filas. Por supuesto, este proceso se
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completa siempre que no se anule ningtin U(j,j). Veremos ahora en més
detalle bajo qué condiciones este algoritmo funciona.

2.3.3 Mas de Matrices Diagonalmente Dominantes

Las matrices diagonalmente dominantes han mostrado ser de gran impor-
tancia en el estudio de métodos iterativos. Recordemos que para matrices no
singulares diagonalmente dominantes los teoremas y garantizan
la convergencia de los métodos iterativos estacionarios de Gauss-Seidel y de
Jacobi. En esta seccién encontraremos otras propiedades importantes de es-
tas matrices que nos permitirdn probar la existencia de la factorizacién LU
incompleta para ellas. Esencialmente encontraremos algunas condiciones de
singularidad y procedimientos que permiten encontrar nuevas matrices no
singulares y diagonalmente dominantes a partir de una primera dada.

Empezamos recordando que una matriz A de orden n se dice diagonal-
mente dominante si

n

laiil > laijl, i=1,2,---,n (2.30)
Jj=1
i

A se dice estrictamente diagonalmente dominante si la desigualdad estricta
se cumple en (2.30) para todo i.

Teorema 2.3.1 Sea A diagonalmente dominante y x vector tal que
Ax = 0.

Si
e = max{[a ]} > 0,

entonces
aij # 0= |zi| = |zj|, y
n
Jail = lag] .
j=1
JFi
Prueba. Como Az =0y |z;| = max; {|z;|} > 0, se tiene que

iy

J

0=a;+ E Qij—=.
J#L
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De donde,
s
0= |a; T 2.31
an+zamxi ( 3)
JF#i
T
> lag| — Zaijﬁ
J#i ‘
|z;]
> aii| =Y laij| |le|
J#i '
> aiil =) laij| .
J#i

Pero por dominancia diagonal,

0 < aal =Y lag-
J#L
Asi debe tener la igualdad para la i — ésima fila. Ahora, si a;; # 0y
|zi| # |x;], se tendria |z;| /|z;] < 1y la dltima desigualdad en (2.31) serfa
estricta contradiciendo la dominancia diagonal. m

Corolario 2.3.2 Una matriz estrictamente diagonalmente dominante es no
singular.

Prueba. Veamos que no existe vector x no nulo tal que Ax = 0. En efecto,
supongamos que Az = 0y x # 0. Entonces en virtud del teorema anterior
las filas de A correspondientes a entradas de z con absoluto maximal no
satisfacen dominancia diagonal estricta, lo que contradice la hipdtesis.
Es importante notar que aunque la dominancia estricta garantiza la no
singularidad, la sola dominancia no lo hace. Por ejemplo, la matriz

2 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 2

es no singular, diagonalmente dominante pero sin dominancia estricta. Esto
se nota por simple inspeccién y la no singularidad por ser det A = 4, por
indicar algin método.

De otra parte la matriz

oy

Il
—
DO =
= O O
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es claramente singular, dos filas iguales, siendo diagonalmente dominante.

La siguiente proposicién establece un procedimiento que permite obtener
nuevas matrices no singulares y diagonalmente dominantes a partir de una
primera dada.

Proposicién 2.3.3 Sea A no singular y diagonalmente dominante. Si A
es obtenida de A disminuyendo la magnitud de un conjunto (quizd vacio)
de elementos fuera de la diagonal principal e incrementando la magnitud de
otro conjunto (quizd vacio) de elementos de la diagonal, entonces A es no
singular diagonalmente dominante.

Prueba. La dominancia diagonal es obvia si se tiene en cuenta que las
entradas a;; de A satisfacen

|aij] < laigl , @ # 3,
|@ii| > |aiil -
Y como A diagonalmente dominante se tiene
|ais] > |al
> Jay|
J#i
> il -
J#i
Veamos ahora que A es no singular. Supongamos que Azx = 0 con
x # 0. Ahora, si intercambiamos dos filas de A y las correspondientes dos
columnas, la nueva matriz conservard la dominancia diagonal. Respecto del
sistema Ax = 0 estos intercambios corresponderian a intercambio de filas

y reordenamientos de variables. Podemos hacer entonces estos cambios, las
veces que se requiera de modo que se obtenga una expresion de la forma

][]

A1 Az z2 0]’

donde z1 agrupa todas las entradas de x de méxima magnitud. Obsérvese
ahora que ningun elemento de A5 puede ser no nulo pues en virtud del teo-

rema [2.3.1| eso implicaria que alguna componente almacenada en z» tendria
norma maxima contradiciendo la escogencia de z;. Tenemos entonces una

expresion de la forma
~ ~ = . 2.32
[ Ay Az 22 0 (2:32)
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Ademsds, por el mismo teorema, las filas asociadas a z; satisfacen la igual-
dad en la dominancia diagonal. Ahora para regresar a la matriz A original
requerimos disminuir la magnitud de algunos elementos de la diagonal de
la nueva matriz y aumentar la magnitud de elementos fuera de la diagonal.
Siendo obligatorio que alguno de estos cambios tenga lugar en la parte su-
perior de para recuperar la no singularidad original de A, pero esto
conduciria a que A no satisfaga la dominancia diagonal. Por tanto, debe ser
A no singular. =

Es importante notar que esta proposicién habla de cambio de magnitud
en las entradas mas sin embargo no de cambio de signo de las entradas.
Por supuesto, si cambiamos las magnitudes como permite el teorema y cam-
biamos los signos no salimos de la hipétesis. Pero un mero cambio en los
signos de las entradas puede alterar la no singularidad como lo muestran el

par de matrices
1 1 11
1 =11 1]

Corolario 2.3.4 Cualquier submatriz principal de una matriz A no sin-
gular diagonalmente dominante, es una matriz no singular diagonalmente
dominante.

Prueba. Para notar esto escribimos A en la forma

A A }
A=
[ Ay Ago

y nos concentramos en probar que Aj; es no singular pues la dominancia
diagonal es inmediata.
Ahora, de la proposicién anterior se sigue que la matriz

i All 0
=]

obtenida desde A por la disminucién de magnitud de entradas fuera de la
diagonal, es una matriz no singular. Pero,

det A = det Ay * det Ago.

Asi, A11 no singular. =
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2.3.4 Complemento de Schur y Eliminacion Gaussiana

Establezcamos ahora una relacion entre el proceso de eliminaciéon gaussiana
y la matrices no singulares diagonalmente dominantes. Como concepto aux-
iliar pero muy importante en este punto y en desarrollos posteriores, pre-
sentamos el llamado Complemento de Schur.

Empezamos considerando una matriz A no singular diagonalmente dom-
inante, particionada en la forma

air Ar
A=
[ Agr Ago } ’

entonces por el corolario anterior a1; # 0 y podemos usar eliminacién gaus-
siana para anular las componentes en Asq. Para ello debemos multiplicar a

izquierda por la matriz
1 0
nglail 1 ’

1 0 ay A | _ | an Aqg
—Agray! 1 Ag1 Ag 0 Agy — Agjaj Arn
La matriz Agy — A21a1_11A12 se dice el complemento de Schur de aj1. Si
pudieramos garantizar que Ago — AzlaﬁlAlg es nuevamente no singular di-
agonalmente dominante, podriamos garantizar el poder hacer un nuevo paso

de eliminacién gaussiana sin problema alguno. Empezamos por la no singu-

laridad.

para obtener

Definicién 2.3.5 Supongamos que la matriz A € R™ ™ se puede escribir de

Ann A
l A=
a forma <A21 Aoy

no singular, la matriz S = A227A21A1711A12 se denomina el Complemento
de Schur de A1 en A.

>, donde A11 esr x r. Si se supone que A1y es

Observamos que si A es no singular también S es no singular pues

A 1 0 A Ar
T A A T 0o S |

Tenemos entonces garantizada la no singularidad de Asy — A21a1_11A12
cuando A es no singular diagonalmente dominante. De hecho el corolario
(2.3.4)) nos garantiza que el complemento de Schur a cualquier submatriz
principal de una matriz A no singular y diagonalmente dominante es no
singular. Veamos que la dominancia diagonal también es preservada.
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Teorema 2.3.6 Si A es una matriz no singular diagonalmente dominante,
entonces el complemento de Schur de a11 es no singular diagonalmente dom-
mnante.

Prueba. Por las observaciones de arriba nos falta sélo probar la dominancia
diagonal. Empezamos particionando la matriz A en la forma

ain A
A=
[ Aoy Ago }

y escribiendo Agy como Ass = D + B donde D representa su diagonal y B
consta de los elementos no diagonales de Ag. Si notamos por |A| la matriz
cuyas entradas son las magnitudes de las entradas de A y por e el vector
de R™ con todas sus entradas iguales a uno, podemos entonces expresar la
dominancia diagonal de Ass por la condicién equivalente

ID|e— |Ble > 0.

Sea S = Agy — A21a1_11A12 el complemento de Schur de aq1. Podemos ahora
descomponer S como S = Dg + Bg. Note que la presencia de —AglafllAm
en S pueden generar una disminucién en la magnitud de la diagonal D y un
incremento en la magnitud de los elementos no diagonales contenidos en B.
En todo caso, estas alteraciones podemos acotarlas asi:

|Ds|e — |Bs|e > |D|e — |Ble— ‘al_llAglAlg‘ e
> |D|e—|B|e— ‘aﬁl} |Ag1 Aol e
> [Dle —|Ble — [ay]'| [A21| | Ar2] e.
La tultima desigualdad se debe a la desigualdad triangular para valor ab-

soluto aplicada a la definicién de producto de matrices. Ahora como A es
diagonalmente dominante

la11| > |Ai2] e,
1> [ap)!|[Arz]e,

por tanto,
|Dg|e — |Bgle > |D|e— |B|le —|Aa]e.

Pero por la dominancia diagonal de A aplicada a las tltimas n — 1 filas se
sigue que la parte derecha de esta ultima desigualdad es no negativa y por
tanto ha de ser

|Ds|e — |Bg|e > 0.
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Con lo que queda establecida la dominancia diagonal de S. =

Este resultado junto con los comentarios previos a la definicién 2.3.5 de
complemento de Schur nos permiten garantizar que el proceso de eliminacion
gaussiana estandar se puede llevar a cabo hasta su completaciéon en matrices
no singulares diagonalmente dominantes.

2.3.5 Existencia de la Factorizaciéon LU Incompleta

Con todas estas herramientas disponibles abordamos ahora si de modo di-
recto la prueba de la existencia de la factorizacion LU incompleta para ma-
trices no singulares diagonalmente dominantes. El resultado es establecido
por el siguiente:

Teorema 2.3.7 Si A es una matriz no singular diagonalmente dominante,
entonces A posee una descomposicion LU para cada patrén de dispersion
dado Z.

Prueba. La demostracion consiste esencialmente en apreciar que los pro-
cedimientos llevados a cabo en el algoritmo expuesto arriba llevan a cabo,
bajo las hipétesis del teorema, un proceso de eliminacion gaussiana a una
sucesion de matrices no singulares diagonalmente dominantes. Eliminacion
gaussiana tal que estd garantizada por los resultados de las secciones previas.

Procederemos por induccién sobre el orden n de la matriz A. Supongamos
que el resultado es cierto para matrices de orden n — 1. Particionamos la
matriz A como sigue

A [ a1 A2 ]

Ag1 Az

y descompongamos Ao v As de la forma
A9y = A9y + Roy and Ajp = Ajg + Ria, (2.33)

donde Ay y Aj5 son obtenidas haciendo cero las entradas dentro del patréon
de dispersién. Entonces, Rs; y Ri2 son cero por fuera del patron de dis-

i air A
A pu— ~
[ A9 Az ]
se obtiene de A por disminucién de la magnitud de entradas fuera de la di-

agonal y en virtud de la proposicién |D A ha de ser no singular diagonal-
mente dominante. Efectuamos ahora un paso de factorizacién incompleta,

persién y la matriz
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haciendo
1 0
f= [ ar Az 0 } Y
Ulz[au /112]7

para obtener

a A 1 0 an A
A=l = I A1211 A;z ] N [ ar! Az 0 ] [ 51 012 }
_ [ an A12:|_|:q11 Ay }
| Aa1 Az Ay ajf AnAry
0 Ry
- | Ro1 Az — al_llflglfllg } )

Pero, Ay = Aoy — al_llflmfllg es el complemento de Schur de aq; en A y
por tanto es no singular y diagonalmente dominante. Asi, por hipétesis de
induccién Age posee una fatorizacién LU incompleta que respeta el patrén
de dispersién correspondiente a Z y podemos escribir

Agg = LogUszo + Roo.

Ahora podemos hacer,

1 0
L=1| -
{%111421 Las ] Y

~[an Ap
V= [ 0 Uy ] ’
y obtener
[ ann A ] 1 0 ajr A
A—-LU = — 17
| Aa1 Agp | [ ajtAsr Lao ] [ 0 U ]
_[an A [ an ) fhz }
| Ao1 Ao | Ao ay' As1 Ava + LosUss
[0 Rip]
| Ro1 Ry |-

Hemos obtenido entonces una factorizacién incompleta de A de modo que
el patrén de dispersion Z es respetado y de la forma A = LU + R, donde
obviamente tomamos

. [ 0 R ]

Ro1 Rao
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Definicion 2.3.8 Si A y B son matrices de igual orden escribimos A < B
si las entradas de A y B satisfacen

aij < byj.

Corolario 2.3.9 Si A es una matriz estrictamente diagonalmente domi-
nante tal que

ai >0, a;j <0sii#jyA >0
entonces para cada patron de dispersion dado Z la matriz A posee una de-
scomposicion incompleta LU tal que

A<LU y (LU)"t>0.

Prueba. Este resultado se obtiene por simple observacién de los pasos en
la prueba del teorema anterior. Primero notamos que por contrucciéon Rio y
R en son respectivamente vectores columna y fila de n — 1 entradas
y que bajo las hipdtesis del corolario se hacen no positivos. Ahora, para
aplicar de modo apropiado el proceso inductivo debemos verificar que la
matriz . o

Agp = Agp — ailAQlAlZa
satisface las condiciones del corolario. En efecto, al ser un complemento
de Schur de una matriz no singular diagonalmente dominante Aoy es no
singular diagonalmente dominante. Ademds, por dominancia diagonal de
A, para todo i > 1

‘al_lldﬂflu‘ < ‘&¢1| < Q-
Asi, la diagonal de A es positiva. Ahora, como tanto los elementos de

Ags v como los de —a1_11A21A12 son no positivos, entonces las entradas no
- RN |
diagonales de A9 han de ser no positivas. Nos resta mostrar que <A22) >

0, para estar en las condiciones de la hipdtesis de induccién. Para ello nos
valdremos de la factorizacién,

[ 1 0}[%1 A12:|:|:a11 {112}
—Agray! T Ay Ago 0 Ay |’

air A 71:A’1 1 0
0 A22 Aglal_ll I ’

_ [ bi1 B2 ] [ 1 0 ]
By1 B Agrar! 1|7

que implica
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donde hemos particionado A~! en la forma

_ bir B2 ]
Al = .
[ Bo1  Bao

Entonces, b11, B12, Bo1 v Bog son de entradas no negativas. Pero,

[ a1 A }_1 B ay! —a A <f~122>_1
0 Ao = 0 </~122) ~1 ,

RN | -
Asi, (Agg) = Byy > 0. Entonces, por hipdtesis de induccién Ago admite

una descomposicién incompleta LU que respeta el correspondiente patron
de dispersién heredado desde Z y tal que

Agg = LogUszo + Raa,
Agy < LogUs,
0 < (LogUn) ™",

Ahora, procedemos como en el teorema anterior y hacemos

1 0
L= .-
| a' A Loy ]

[ 0“1 0]
- L &IllAgl I 0 L22

[ann A
0 U

1 0 ann A
“loUn]lo 1 |

Entonces, como flgg < LogUsg se tiene Agy < al_llflglfllg + LooUss y por
tanto

0 Ry

A—-LU =
Ro1 Rao

E

Ahora,

. 1 0 [ 1 0 ail A12
LU_[a;fAm I] |0 L22U22H o I |
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entonces

_ —A 1 0 1 0
g L |
(LU) [ 0 I 0 (LogUsp) ™! —ay} Ay I

Asi, (LU)_1 es producto de matrices no negrativas y por ende (LU)_1 > 0.
m

2.3.6 M-Matrices.

El principal objetivo de esta seccién es introducir el concepto de M-Matriz y
demostrar la existencia de la factorizacién incompleta para este tipo de ma-
trices. El teorema que hace este trabajo fue primeramente probado en [13],
siendo alli la primera vez que se hablaba de factorizaciéon incompleta. Pre-
sentamos a continuacion la definicién de M-Matriz y el teorema mencionado.
Estableceremos dos demostraciones, una basada en el Corolario [2.3.9 recien
demostrado que aunque no aparece demostrado en [20] como ya vimos se
basa en la presentacién alli hecha para matrices diagonalmente dominantes
y los comentarios para M-Matrices que alli aparecen. La segunda la prueba
es esencialmente la misma presentada en [I3] y la incluimos no sélo por
razones histdéricas sino porque se basa en mostrar un par de famosos resul-
tados conocidos como el teorema de Perron-Frobenius y un lema debido a
Varga [22], resultados estos que relacionan el radio espectral de matrices y
la calidad de M-Matriz con la relaciéon de orden parcial “<” recientemente
introducida para matrices.

Definiciéon 2.3.10 Una matriz A de orden n se dice que es una M —Matriz
st satisface las siguientes condiciones

Z) ai; >0, 1=1,2,---,n
i) a;; <0, i=1,2-+ ,n, i £
iii) A es no singular y A=t >0

Aunque la condicién i) puede obtenerse de las otras dos la conservaremos
en la definicién para usarla libremente sin prueba.

Teorema 2.3.11 (Meijerink y Van der Vorst) Si A es M — Matriz,
entonces para todo patrén de dispersion Z la matriz A posee una factor-
izacion LU incompleta asociada a Z y que ademds satisface LU > A y

(LU)™' > 0.

Antes de probar el teorema estableceremos relaciones entre diagonal-
mente dominante y M — Matrices a fin de usar los resultados anteriores.
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M-Matrices, Jacobi, Gauss-Seidel y Factorizacion Incompleta

Empezamos estableciendo una relacién entre las M — M atrices y las matrices
diagonalmente dominantes

Lema 2.3.12 Sea M una M — Matriz, entonces M es diagonalmente se-
mejante a una matriz A estrictamente diagonalmente dominante. Ademds,
la matriz de semejanza diagonal D puede escogerse de modo que D > 0.

Prueba. En efecto, sea d la solucién al sistema Md = e, donde e es el
vector con todas sus entradas iguales a uno. Entonces, d = M e y d; serfa
la suma de las entradas de la i — ésima fila de M~'. Pero M~ > 0, asi
d> 0.

Ahora, Md = e > 0, por tanto para cadai=1,2,--- ,n

n
Zmijdj > 0, (2.34)
j=1

_Zmijdj < miid;,
i
> ld  mids| < |d mads]
i

donde se ha usado que las entradas de d son positivas y que las m;; son no
positivas para ¢ # j. Sea ahora D = diag(d) la matriz diagonal con entradas
en la diagonal principal iguales a las entradas de d. Entonces D > 0y
por la idltima desigualdad en se tiene A = D™'M D es estrictamente
diagonalmente dominante y diagonalmente semejante a M con matriz de
semejanza D > 0. =

Teorema 2.3.13 Si la matriz M es una M — Matriz, entonces los métodos
de Jacobi y Gauss-Seidel convergen a la solucion de Mx = b para cualquier

solucién inicial (9.

Prueba. Para mostrar la convergencia de estos métodos para la M —matriz
simplemente mostraremos que la correspondiente matriz de iteracién () sat-
isface que p(I — QM) < 1.

Por el Lema [2.3.12] existe una matriz diagonal e invertible D > 0 tal que
A = D7'MD es estrictamente diagonalmente dominante. Entonces, dado
que matrices semejantes tienen el mismo polimomio caracteristico han de
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tener el mismo radio espectral y por tanto
p(I —Q'M) = p(I - Q 'DAD™)
=p(DD' -~ DD 'Q'DAD™)
=p(D(I-D'Q'DA)D™)

:p<1_ (D‘lQD)_lA).

Ahora, es claro de la relacion A = D™'M D que si Q es la matriz de iteracion
de Jacobi o Gauss-Seidel para M, entonces Q = D 1QD serd respectiva-
mente la matriz de iteracién de Jacobi o de Gauss-Seidel para A. Pero como
A es estrictamente diagonalmente dominante se sigue de los teoremas [2.2.8
v [2.2.9| que p (I - Q—IA) —pI—-Q'M)<1. =

Prueba del Teorema de Meijerink y Van der Vorst. Sea M una
M — Matriz entonces M es diagonalmente semejante a una matriz A es-
trictamente diagonalmente dominante con matriz de semejanza D > 0. En-
tonces, A satisface las condiciones del corolario y por tanto A posee
una factorizacién LU incompleta que respeta el patron de dispersién Z y
tal que A < LU y (LU)™! > 0.

Ahora como

D'MD=A=LU+R,

se sigue que
M = (DLD™) (DUD™') + (DRD ™),

es una factorizacion LU incompleta que respeta el patrén de dispersion y
tal que
M < (DLD™') (DUD™') y

y también
[(pLD™Y) (DUD™Y)] ™" = [DLUD ']
=D[LUI ' D' >o.

Teoria de Perron-Frobenius

Hasta el momento hemos trabajado con las llamadas normas matriciales
subordinadas que son las que definimos a partir de una norma vectorial de-
terminada. Sin embargo, es posible tener normas matriciales no provenientes
de normas vectoriales, para poder utilizarlas concretaremos qué entendere-
mos entonces por norma matricial.
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Definicién 2.3.14 Una norma matricial es una funcion ||-|| que a cada
matriz cuadrada A le asigna un nidmero real y para todo par de matrices
cuadradas A y B satisface las siguientes condiciones

1. |Al| >0y |A|| =0 si y sélo si A=0.

2. ||cA|| = || [|A|l, para todo escalar c.

5. |4+ Bl < | All + IB]

4. |[AB|| < [IA[[ || B]]

En esta seccién suponemos que ||-|| usado sobre matrices representa una
norma matricial cualquiera, cuando se trate de subordinadas se indicara
explicitamente. Ademads, ||-|| representara la conocida como norma de
Frobenius para matrices la cual no es subordinada y estd dada por

1/2

1A= D lagl?

1<ij<n

Debe observarse que esta es la norma usual de R™ si consideramos A como

un “vector largo” de R™. Es facil probar que las normas matriciales y la

norma de Frobenius recién definida son en efecto normas matriciales.
Empezamos con el siguiente

Teorema 2.3.15 Sea A matriz de orden n. Entonces, limj_, oo A¥ =0 si
y sdlo si p(A) < 1.

Prueba. Supongamos primero que limy_, . A¥ = 0 y sean A un valor
propio de A y v un vector propio asociado a A. Entonces

AFy = Ny — 0, cuando k — +o0.

Por tanto, debe ser |A| < 1. Asi, p(4) < 1.
Supongamos ahora que p(A) < 1, entonces por Teorema ([2.2.4]) existe
una norma matricial subordinada ||-|| tal que

IlA]| < 1.

Para tal norma,
HAkH < ||AJIF — 0, cuando k — +oc.

Asi, limy_ oo A¥ = 0. Debe recordarse que como todas las normas son
. 2

equivalentes en R™, basta entonces mostrar el resultado para una norma

cualquiera. m
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Corolario 2.3.16 Sea ||-|| una norma matricial cualquiera (no necesaria-
mente subordinada). Entonces para toda matriz A de orden n,

= [l

Prueba. Empezamos mostrando que
p(A) < [IA]l.

En efecto, sean A un valor propio de A y v un vector propio asociado a .
Construimos ahora la matriz V' tal que todas sus columnas coinciden con v,
entonces

AV = AV = [|AV]]
< ALV
Ast, p(A) < ||A]l.
Ahora dado que p(A)¥ = p(A*) y por la propiedad recién probada se
tiene que

)

p(A)F < [ aF

<]

para todo k € Z™T. )
Sea ahora € > 0, entonces A = [p(A) + ¢] " A satisface

p(A) = [p(4) + 7" p(4) < 1,
Por tanto, limy_, 1 Ak =0y asi,
HA’CH — 0, cuando k — +oc.
Asi, existe K € Z* tal que
Hflkﬂ <1, cuando k > K.
Lo que implica,
HAkH < [p(A) + €*, cuando k > K.

O sea,

< p(A)+e, cuando k > K.

"
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Teorema 2.3.17 (Series de Neumann) Si p(A) < 1, entonces I — A es
inwvertible y

+o0o
(I-A)7t=> A%
k=0

Prueba. Como p(A) < 1 existe una norma matricial subordinada tal que
|A]| < 1, escogemos una norma tal. Veamos primero que I —A es no singular.
De ser no invertible existiria un vector z tal que |z|| =1y (I — A)xz = 0,
para tal z se tiene

L= |lzf| = [[Az] < [|A] lz]] = Al

lo que contradice [|A|| < 1.
Veamos ahora que las sumas parciales de la serie de Neumman convergen
a (I — A)~!. Es decir, debemos probar que

m

ZAk — (I —A)"", cuando m — +oc.
k=0
O sea probar que
ZAk — (I - A)_1 — 0, cuando m — 400,
k=0
Pero,
DA (I -AT < |\T-ATH | T-A)D AT
k=0 k=0
<|a@-a > <A’“ - A’f“) — I
k=0
< || =A7H (1= am) -1
< || =7 [l
< || =7 g™

y | A]"™* — 0 cuando m — +oo por ser A <1. m
En este punto debemos recordar que por |A| entendemos la matriz cuyas
entradas son las magnitudes de la matriz A. Es muy facil chequear por
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induccién que para todo k € ZT

4% < 14, (2.35)
0<A*<BF sio<A<B.

Usaremos estas propiedades para probar algunos de los resultados de la
llamada teoria de Perron-Frobenius ver [7] 6 [I8] para més detalles.

Teorema 2.3.18 (Perron-Frobenius) Si A y B son matrices de orden n
tales que |A| < B, entonces p(A) < p(|A]) < p(B).

Prueba. De 1) es claro que ’Ak} < |A|k < B* por tanto la norma de
Frobenius de estas matrices satisfacen

| 7

<t < e,
F F

entonces por (2.3.16) tomando limite tenemos

p(A) < p(|A]) < p(B).
|

Corolario 2.3.19 Si A y B son matrices de orden n tales que 0 < A < B,
entonces p(A) < p(B).

Corolario 2.3.20 Si A y B son matrices de orden n tales que 0 < A < B,
entonces p(A) < p(B).

Prueba. Como 0 < A < B, entonces existe un real positivo « tal que o > 1
vy 0 < A < aA < B. Entonces,

p(A) < ap(A) < p(B)
si p(A) #0. Si p(A) =0, el resultado es trivial. =

Teorema 2.3.21 (Perron) Si A es de orden n tal que A > 0, entonces
p(A) es un valor propio de A y existe un vector no negativo v > 0, con
lvl]] =1 tal que

Av = p(A)v.

Los lemas siguientes los tomamos de [7].
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Lema 2.3.22 (Fan) Si M = [m;;] es una M — Matriz, entonces la matriz
M® que se obtiene del primer paso de eliminacién gaussiana eliminando la
primera columna de M con su primera fila es nuevamente una M — Matriz.

Prueba. Procedemos como en la prueba del corolario El primer paso
de eliminacién gaussiana esta dado por

[ 1 0 ] [ mi1 Mg } _ [ miy M — M
—Moymy I Moy Moo 0 My — Myymy My ’

Es claro que por ser M una M — Matriz las entradas no diagonales de

Moy = Moo — MglmfllMu son no positivas. Adem4s,

DL [ min Mg -
(M( )> 1 0 My ]
_ [ mi —may MipMyy! ]
| 0 M
. [ w11 W12 :| |: 1 0 :|
| War Wa Myymiy I |’

donde hemos escrito M ~! como

|

Entonces, M2_21 = Wae > 0 y asi, (]\4(1))_1 > 0. Por tanto, M® es M —
Matriz. m

Lema 2.3.23 (Varga) Si M y N son matrices de orden n tales que M es
M — Matriz y las entradas de N satisfacen

0<my < Nz, M5 < Nij <0 para ) 7&],
Entonces N es también una M — Matriz.

Prueba. De la definicién de M — Matriz sélo nos falta verificar que N~! >
0. Empezamos escribiendo M y N como,

M =Dy —Cy

N =Dy —-Cxn
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donde Dy y Djs son respectivamente las diagonales de M y de N. Entonces
Dy, Dy, Cy v Cy tienen entradas no negativas y de la hipotesis satisfacen

0 < DN'Cn < D3/ Cur.
Entonces en virtud del teorema ([2.3.18]) de Perron-Frobenius se tiene

p (Dy'Cn) < p (Dy/ Cu)
=p (D} (Dy — M)
=p (I =Dy M)
< 1.

La dltima igualdad se sigue de la prueba al teorema ([2.3.13)) de convergencia
de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel para M — M atrices. Entonces, por
el teorema (2.3.17)) de Series de Neumann se sigue que I — D&lCN es no

singular y
+o0

(I-Dy'Cn) " =Y (Dy'ew)" 2 0,
k=0

al ser cada sumando no negativo. Entonces, N = Dy (I — D&lC'N) es no
singular y su inversa es N~' = (I — D](,lCN)_1 Dy ' >0. m

Daremos ahora la prueba clasica al teorema de Meijerink y Van der
Vorst.
Prueba Clasica del Teorema de Meijerink y Van der Vorst. Debe-
mos motrar que si M es una M — Matriz y Z es un patrén de dispersion
dado entonces M posee una factorizacién incompleta que respeta el patron
de dispersién y tal que M < LU y (LU )_1 > 0. Empezamos escribiendo
MO = M,

M2 = p— RO,

donde M(1/2) se obtiene haciendo cero las entradas de M de la primera fila
y de la primera columna que estén en el patrén de dispersiéon Z. Entonces,
M©) satisface las hipétesis del Lema de Varga y es por ende M — Matriz.
Aplicamos ahora un paso de eliminacién gaussiana como en el Lema de Fan
y obtenemos una matriz M (1) que es nuevamente M — Matriz. Entonces,

1 0
MO = 1/2 1/ —1 MA/2),
[4@/’@&”) I

Escribimos ahora,

MA+/2) — () _ p(1)
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y ahora M(111/2) ge obtiene haciendo ceros las entradas no nulas de M)
que estén en el patrén de dispersion y estén sobre la segunda fila o sobre la
segunda columna. Nuevamente por Lema de Varga M1+1/2) es una M —
Matriz y del Lema de Fan se sigue que si hacemos eliminaciéon gaussiana
de la segunda columna obtendremos una M — Matriz, asi

1

M2 — 1 MA+1/2).
1+1/2 14+1/2)\ 1
g (ns)

Este proceso puede claramente continuarse, teniendose en el paso k,

MWE=1/2) = prk=1) _ plk=1)

con M*=1/2) obtenido haciendo cero las entradas de la k — ésima fila y la

k — ésima columna de M*~1) que estén en el patrén de dispersion y luego

M®) = B prk=1/2)  con
I
k) — 1

B k—1/2 k—1/2)\ 1
s ()

En este punto hacemos varias observaciones. Primero que despues de n — 1,
M®™=1) gerg, triangular superior y respetara el patréon de dispersién. Ahora,

MF) — k) pp(E-1/2)
— W ( M=) _ R(H))
— L) [ (k=1) pp(k=1=1/2) _ (k) p(k=1)
— (B (k=1 ( ME=2) _ R(k—?)) _ (F) p(k=1)

k-1 k—1 fk—1—j
= (HL(k—i)) M — ( H L(k—i)> RO

i=0 §=0

De otra parte es facil comprobar por simple cdlculo que L& RU) = R i
1 < j. Esto se debe a que L@ ge comporta en este caso como una identidad
dada su similitud estructural con esta matriz y a lo rala (esparcida) que es la
matriz RY) al tener pocas entradas no nulas localizadas en la parte derecha
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de la j — ésima fila y la parte inferior de la j — ésima columna. Podemos
entonces escribir,

k—1 k-1 /k—1—j
i=0 j=0 \ i=0

k—1 . k—1
= (HL“—Z)) M-S "RU
1=0

7=0
n—2
Ahora hacemos U = M1 R = ZR(j) tenemos que U y R respetan el
§=0

patron de dispersiéon R <0y

n—2
— <HL<"—1—">> (M —R).
=0

Definimos ahora,

n—2 ‘ -1
L= (HL(”_l_’)> , entonces

=0
n—2 ‘ _1
L=TT ()
1=0
Ademds, es facil chequear que
(L(k)>’1 (L(k+1))*1
Iy
1
= 1
(k=1/2) ( (k—1/2)\ "1 (k+1/2) (_ (k+1/2) \ "}
MkH:k (mkk ) Mk+2,k+1 (mk+1,k+l) Ik

Por tanto, L satisface el patrén de dispersién. Ahora, como U = M ™1,

entonces U es M —Matriz por Lema de Fan, ademés cada L) es de entradas
no negativas y R < 0 se sigue entonces que:
(L)Y '=u"'L7 >0,
M=LU+Ry
M < LU.



74 CAPITULO 2. PRECONDICIONAMIENTO

Corolario 2.3.24 (Factorizacién Incompleta de Cholesky) Si M es una
M — Matriz simétrica, entonces para cada patron de dispersion Z tal que
(i,7) € Z implica (j,1) € Z, existe una unica matriz triangular inferior L
que satisface l;; =0 si (i,5) € Z y tal que M = LLT + R donde rij =0 si
(i,5) ¢ Z, M < LLT y (LLT)"* > 0.

Prueba. Por teorema anterior M posee una tnica factorizacién LU incom-
pleta. Es decir, existe matrices Ly, Uy y Ry Unicas tales que Ly es triangular
inferior, Uy triangular superior, respetan el patrén de dispersién y
M = LoUy + Ry
M < LoUo, (LolUp)™' 2 0.
Sea ahora D = diag(dy, - - ,d,) la matriz diagonal con elementos en la diag-
onal principal los de la diagonal principal de Uy. Claramente D es invertible,
pues al serlo Ly y LoUy también lo es Uy. Ademas la simetria del patrén de
dispersién y de la matriz M implica que Ry es simétrica y con ello
M=M= (LoUo)T + Ry
= (LeDD'Uy)" + Ry
_ T
= (D7'Uo)" (LoD)" + Ro.
En este punto basta observar que gracias a la simetria del patrén de dis-

persioén las matrices L1 = (D‘lUg)T vy U = (LOD)T satisfaces las condi-
ciones de la factorizacién LU incompleta, por lo que debe ser

Esta iguadad implica que para cada pareja (,7) se tenga
lijdi = uji~
De donde,

n n
2
0<my= Zlijuji = dlZlU
=1 =1
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Asi, cada d; es positivo y por tanto podemos escribir

— (D'Uy)" (LoD)T + Ry
= (D'Uo)" (LoD)T + Ry
= (Uy)" (D™ ) Uo + Ry
= (Uo)" ( 1/2) D2Uy + Ry

D2y, ) (D72t + .

Tomando entonces L = (D_l/ 2U0)T se obtiene la buscada Factorizacién de
Cholesky. =

2.4 Precondicionadores por Bloques

En las aplicaciones, frecuentemente las matrices deben considerarse por blo-
ques. De hecho, las estrategias anteriores para producir precondicionadores
por factorizacién incompleta y por los métodos iterativos clasicos se pueden
adaptar para cuando la matriz A se particiona por bloques. Una fuente de
precondicionadores con estructura de bloque se origina cuando la matriz del
sistema tiene la forma denominada KKT (Karush - Kuhn - Tucker) o de
punto de ensilladura. Es decir, matrices no singulares que tienen la siguiente

estructura:
A BT
(47 230

donde A € R™" y B,C € R™ ™ con n > m. En muchas aplicaciones A es
simétrica y B = C, en cuyo caso serfa simétrica; en todo caso, si A
es o no simétrica, la matriz es generalmente indefinida, es decir, las
partes reales de sus valores propios son positivas o negativas. Matrices con
esta estructura se presentan frecuentemente en aplicaciones: problemas de
optimizacion, problemas de fluidos, problemas de estatica magnética, etc.
Murphy, Golub y Wathen muestran en [I4] un precondicionador bastante
eficiente para sistemas lineales cuya matriz de coeficientes tiene la forma
(2.36]). Dicho precondicionador tiene la siguiente estructura cuando la matriz
A es invertible:

A 0
pP= ( 0 CA-pT ) (2.37)
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Este precondicionador fue generalizado posteriormente por Ipsen en [§] para
T

c BD >,d0ndeA € R By

C e R™™y D e R™™con n > m. Este precondicionador fue uti-

lizado recientemente en la solucién de sistemas lineales provenientes de la

discretizacién de las ecuaciones linealizadas de Navier-Stokes [9] con muy

buenos resultados.

Tanto en [14] como en [§], los autores dejan sin demostrar varias proposi-
ciones. En [2] se pueden encontrar pruebas completas de todas ellas. En-
seguida presentamos los aspectos méds relevantes de este estudio utilizando
las pautas propuestas en [3]. Empezamos con un teorema que establece una
importante relacién entre la dimension del subespacio de Krylov y el grado
del polinomio minimal de la matriz del sistema.

matrices no singulares de la forma <

Teorema 2.4.1 Sea A una matriz de orden n, m el grado del polinomio
minimal de A y K, (A, o) = gen {TO, Arg,..., Ak_lro} . Entonces la dimensidn
de Ky (A, rg) es min{m,k}.

Prueba
Supongamos que m < k. Entonces A™ry es el primer término de la
sucesion rg, Arg,..., AF=1ry que es combinacién lineal de los anteriores. Por
tanto
{7”0, AT’07..., AmilT’Q}

es linealmente independiente.
Ahora probemos que

gen {ro, Arg, ..., Akilm} =
gen {1“0, Arg, ..., Am_lro}

En efecto: como m < k es evidente que

gen {ro, Arg, ..., Amflro} C
gen {To, Arg, ..., Ak_lro}

Siy € gen {ro, Arg, ..., Ak_lro} entonces y = agro+o1 Aro+....4ap_1 AF g
pero todos los términos de la forma Alrg, con I > m—1, por el razonamiento
anterior, son combinacién lineal de 7g, Arg, ..., A" 1rg. Entonces

gen {1“0, Arg, ..., Ak_lrg} -
gen {To,ATQ, e Amflro}
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Por tanto
dim (K (A,rg)) =m

Si m > k, entonces {rg, Arg, ..., A¥~1ry} es linealmente independiente y
por consiguiente

dim (K (A,r0)) = k

La primera proposiciéon que presentamos afirma que el precondicionador
a izquierda (2.37)) genera una matriz precondicionada con polinomio minimal
de grado a lo mas 4.
A BT
co0 , donde A € R™™™ es no

singular y B,C € R™*™ con n > m, se precondiciona con , entonces
la matriz precondicionada T = P~ A satisface

Proposiciéon 2.4.2 Si la matriz A = <

T(T-1)(T>-T—1) =0.

Prueba )
(A 0 [ A" 0
Como P = < 0 CA-1BT > , entonces P~" = < 0 (CA-1BT)-1 >
14 I A~'BT
T=r-A= ( (CcA-1BTlc o )
Ademis,

(131"~ 31 =
( ATIBT(CA—'BTY=1C 0 >
0 )

Como la matriz en la posicién (1,1) por bloques es idempotente, se tiene
que
172 1\ 1\* 1
T—=-1) —-1| =|(T—-=I) —-1
((a) ) = (r5)
y asi se llega a

T(T —1I) (T— 1+\/51'> (T— 1_2‘/51> =0.

2

La segunda proposicién afirma algo similar del polinomio minimal de la
matriz precondicionada cuando el precondicionamiento se toma a derecha o
a derecha e izquierda.
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Proposicién 2.4.3 SiT = AP ' 0osiT = Pl_lAP2_1 con PP, =Py A
como en la proposicion anterior, entonces también se satisface que

T(T-1)(T>-T-1)=0.

La proposicién que se presenta a continuacién es referenciada sin de-
mostracién en [I4]. Indica que métodos iterativos basados en subespacios
de Krylov, como minres, convergen en a lo més 4 iteraciones, suponiendo
que se puede trabajar con matemdtica exacta.

Proposicion 2.4.4 Para cualquier vector r, el subespacio de Krylov
gen{r, Tr, T?r, T, ...}

con T como en la proposicion anterior, es a lo mds de dimension 8 si T es
no singular (o 4 si T es singular).

Prueba
Sin pérdida de generalidad supondremos que T es singular. Como

Q) =t(t—1) (t _ H2\/5> (t 1 _2‘/5> (2.38)

es un polinomio ménico que anula a 7T, entonces el polinomio minimal de
T tiene a lo mas grado 4. Usando el Teorema [2.4.1) obtenemos que la
dimensién de

gen{r, Tr, T?r, T°r, ...} (2.39)

es a losumo 4 . Si T es no singular, el polinomio tendria a lo sumo
grado 3 y por tanto el subespacio en tiene a lo més dimension 3.

El precondicionador trabajado en las proposiciones anteriores puede ser
extendido a matrices no singulares de la forma

A= < 4 %T > (2.40)

donde la matriz A es invertible.

A BT

C D
T
y C € ]Rmm,DG]Rmxm,an,C;éOyP—<161 Big ),donde

S =D —CA BT es el Complemento de Schur de A. Entonces AP~ y
P~1A tienen como polinomio minimal a Q (t) = (t —1)*.

Proposicién 2.4.5 Sea A = ( ) , donde A € R" "™ es invertible, B
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Prueba . . Tt
Como P = < ,(4)1 BiS’ ) entonces P~1 = < AO -4 ‘551 5 > y se
sigue que

IR 0 0
AP _]_<CA‘1 o)’
—1 2 0 0

(AP —I)_<O 0).

Nétese que T' = AP~! es distinta de la identidad pues CA~! no es la
matriz nula. Luego su polinomio minimal no es (t — 1) sino que debe ser

Q) = (t—1)".
Por otro lado
(PrA-T1)?
— (Pl4P'P - PP
— [P (AP = 1) P)?
— P (AP —1)°P
=P l0oP=0

De nuevo observamos que P~' A — I es distinta de cero pues
PlA—T=P (AP -1)P

y la matriz AP~! — I no es nula. Por tanto el polinomio minimal de 7' =
P lAes Q(t) = (t—1)°.

La siguiente proposicién, también de [§], es una generalizacién de la
proposicién [2.4.3| propuesta arriba.

T
Proposicién 2.4.6 Si P, = ( Cifl _OI ), P, = ( 61 BiS' > y A son

I 0

como en la proposicion anterior, entonces Pl_l.APQ_1 = < 0 _J

) . Ademds

A BT
C D-2S
nomio minimal a Q (t) = (t —1)(t+1).

la matriz P = PPy = ( ) es tal que P~1 A tiene como poli-

La proposiciéon que se presenta a continuacién aparece referenciada en
[8] pero sin demostracion.
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A BT

Proposicién 2.4.7 Si A = < c D

), con A, B, C y D como en la

A 0
0 —S)’ donde S

es el complemento de Schur de A, es tal que la matriz precondicionada es

proposicion |2.4.5, entonces el precondicionador P = (

, I —-BTg-! _ :

T =AP " = cA-l _ps-l |- Si A es de la forma KKT, es decir
_pTqg-1p -1

D =0, entonces T?> —T = < B SO ¢4 ? ) . Puesto que (T? — T)2 =

T? — T, entonces el polinomio minimal de T es a lo mds de grado 4.

Las proposiciones anteriores permiten concluir que para matrices de la

T
formaAz(é j% >,dondeA€R”X”yB,C€ R™*™ con n > m que

. : . A 0
por lo general son indefinidas, los precondicionadores P = ( 0 LCA-1BT >
0 +CA-'BT
a lo mas 4 raices distintas, lo cual implica que, bajo aritmética exacta,
métodos Krylov como el minres al ser aplicados al sistema lineal precondi-
cionado converja en a lo sumo 4 iteraciones.
Conclusién similar se puede obtener para matrices de la forma A =

T
( él % ) , donde A € R™", By C e R™"y DecR™™conn >m,

T T
C # 0 con precondicionadores P = ( A B > , P = ( A B >

0 £S5 C D-25
donde S =D — CA1BT.

A BT . L 1
y P= logran que el polinomio minimal de P~ A tenga



Capitulo 3

Resultados Numéricos

3.1 Introduccion

En este capitulo se muestra una seleccién de problemas en la que se resuelven
diversos sistemas lineales de interés dada su alta ocurrencia en problemas
de ciencia e ingenieria. Los ejemplos buscan ilustrar las dos més grandes
fuentes de problemas lineales propicios para la aplicacién de métodos itera-
tivos gracias a los patrones de dispersién de las matrices y su gran tamano:
estamos hablando de la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales.

El primer ejemplo ilustra una de esas fuentes, la estrategia en este caso
consiste en aproximar la solucién al problema como una combinacién lineal
de un conjunto finito de n funciones base. Esto reduce entonces el problema
a encontrar un numero finito de coeficientes para la combinacién. Luego se
utilizan las condiciones de contorno y/o iniciales para obtener una cantidad
finita, digamos m, de condiciones adicionales que debe cumplir la solucion
buscada. Se obtiene asi un problema con n incégnitas y m condiciones.
Dentro de esta técnica se encuentran los Elementos Finitos que es el pro-
cedimiento utilizado en el primer ejemplo para resolver un problema lineal
eliptico en una regién circular.

El segundo ejemplo muestra una forma distinta de abordar el problema y
consiste en renunciar a encontrar la solucion a la ecuacién y se concentra en
aproximar la solucién al problema en un nimero finito n de puntos en el do-
minio de definicién. Luego los operadores de diferenciaciéon son remplazados
por versiones discretas por diferencias finitas. Aplicando las condiciones de
contorno y/o iniciales se consiguen el nimero de restricciones adicionales que
garantizan la existencia de solucion. Este procedimiento, llamado solucion
por diferencias finitas, es mostrado en el segundo ejemplo en la solucién de

81
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un problema lineal eliptico en una regién rectangular.

El tercer y dltimo ejemplo muestra una implementaciéon de las técnicas de
precondicionamiento por bloques. Se hacen comparaciones contra métodos
sin precondicionamiento y se estudia la relacién entre los tamafios de los
bloques interiores y el desempeno final del algoritmo.

Todas las pruebas fueron efectuadas utilizando Matlab 7.0 Service Pack
1 bajo Windows XP Service Pack 2, corriendo en un equipo con procesador
Pentium IV de 3.06 GHz con Hyper Threading y 512 Mb de Memoria RAM.
Se emplearon directamente las rutinas precompiladas que trae Matlab para
los métodos de Krylov aqui estudiados. Los métodos estacionarios si fue
preciso programarlos por parte de los autores, pero siempre bajo el mismo
entorno de Matlab. En las tablas de los ejemplos la columna Flg muestra
la razén de terminacion del algoritmo asi: 0 significa convergencia obtenida,
1 significa méaximo de iteraciones alcanzado sin obtener convergencia, 3 sig-
nifica que dos iteraciones consecutivas son muy cercanas y se suspende el
trabajo. Todas las matrices involucradas en los procesos se manejaron en
tipo Sparse de Matlab, excepto en el caso por bloques donde se prepard una
rutina que evalia la accion de la matriz a partir de los bloques.

3.2 Elementos Finitos

En este ejemplo resolvemos un problema eliptico en el disco unidad uti-
lizando elementos finitos. Para esto nos basamos en adaptaciones propias
al conjunto de programas ofrecidos en [4]. El paquete en mencién permite
a partir de una triangulaciéon de la regiéon que debe ser programada por el
usuario obtener el sistema lineal asociado a problemas elipticos tipicos junto
con rutinas que permita una buena visualizacién de los resultados obtenidos.
Nuestra adaptacion consistié en escribir una triangulacién para el circulo,
que si bien no cumple criterios de optimalidad conocidos para la generacion
de mallas es 1til como ejemplo de la versatilidad del método. También
fué preciso adaptar las rutinas de Gockenbach a la generalidad de nuestro
problema que es del tipo

=V - (a(z,y)Vu) = f, (z,y) € Q
{ u=yg, ’ (x, ?;) € 0N (3.12)

con a(x,y) positiva en el dominio §.
El problema especifico que consideraremos es

V- ((1+2?) Vu) = —22(2zy + ) —2(1 + 2?)y — 2(1 + 2z, (2,y) €D
u =y + xy?, (z,y) € OD
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Triangulacidn

08t 40 38 i

52
06F a0 1 4

04t 17 2 .

0zt 19 NI 2 -

19 B0
a2y 4 31 8 1 24

04t {3 23 .

asf 441 5 -

ngt 45 J

Figura 3.1: Triangulacién de Circulo para n = 3.

Se trata de un problema fabricado a partir del conocimiento de u. Su
solucién exacta es u(z,y) = 2%y + xy?. El objetivo es poder contar con
una expresion que permita evaluar el error cometido. Por su puesto esto no
es posible en los problemas reales, pero este es sélo un ejemplo ilustrativo.

La triangulacién del circulo que utilizamos se basa en la escogencia de un
entero positivo n que se utiliza para subdividir el radio en n partes iguales,
luego cada cuadrante se divide en n sectores circulares. Obteniendose asi 4n
triangulos con vértice comun en el origen y 4n(n — 1) sectores trapezoidales.
Luego cada uno de estos sectores los dividimos en dos triangulos, para un
total de 4n(2n — 1) triangulos. Obtenemos entonces un triangulacién de un
poligono regular de 4n lados inscrito en el circulo. En esta triangulacién, el
nimero total de nodos es 4n®+1 de los cuales 4n estan en frontera y resto son
nodos libres. Por tanto el tamano del sistema resultante serd 4n(n — 1) + 1.
Ilustramos la triangulacién para el caso n = 3 en la figura [3.1

La solucién obtenida y error cometido en la utilizacion de esta triangu-
lacién para resolver el problema con n = 20 se muestra en las figuras y
3.3l

Dado que en el caso n = 20 el sistema es de sélo 1521 incognitas y a
fin de comparar el desempefio de los métodos estudiados, se consideré el
problema anterior para distintos valores de n. En las tablas y 3.3 se
resumen los resultados obtenidos por los distintos métodos para n = 50. En
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Solucidn aproximada

. Eje x
Eie y

Figura 3.2: Solucién Encontrada con n = 128.

Errar

Eje y . Eje x

Figura 3.3: Error en la solucién encontrada para n = 128.
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Método Iter | Res Rel Err Rel Err Inf Flg | t(seg)
Jacobi 2000 | 1.7264e-04 | 2.1113e-02 | 1.7038e-02 | 1 25.61
Gauss — Seidel | 2000 | 3.0178e-05 | 4.1254e-03 | 3.0417e-03 | 1 35.79
Sor(w = 0.1) 2000 | 9.5615e-03 | 4.4043e-01 | 4.7402e-01 | 1 36.00
Sor(w = 0.5) 2000 | 5.3328e-04 | 5.0172e-02 | 4.4510e-02 | 1 36.12
Sor(w = 1.5) 1383 | 3.2581e-06 | 3.8917e-04 | 3.9932¢-04 | 3 25.35
Sor(w = 1.7) 848 | 2.1114e-06 | 3.3173e-04 | 3.7504e-04 | 3 15.28

Tabla 3.1: Mtodos Estacionarios en Ejemplo 01 con Tolerancia le — 6
Método Iter Res Rel Err Rel Err Inf Flg | t(seg)
cG 996 9.5583e-09 | 2.9832e-04 | 3.5710e-04 | O 6.25
LSQR 2000 2.1226e-02 | 7.2658e-01 | 9.2435e-01 | 1 26.28
GMRES(10) 200 10 | 3.1088e-04 | 3.4304e-02 | 2.9670e-02 | 1 26.14
GMRES(50) | 40 50 1.0752e-06 | 3.2757e-04 | 3.9541e-04 | 1 55.17
GMRES(100) | 20 59 | 9.9607e-09 | 2.9783e-04 | 3.5724e-04 | O 82.64

Tabla 3.2: Mtodos No Estacionarios en Ejemplo 01 con Tolerancia le — 8

tal caso el tamano del sistema se incrementa a 9801 incognitas y ecuaciones.
El titulo de cada tabla indica la tolerancia y el tipo de métodos a listar.

3.3 Diferencias Finitas

El problema a resolver es propuesto como ejercicio en [10] y pide utilizar una
discretizacién del dominio de interés junto con diferencias finitas centradas
para reducir a un sistema de ecuacione lineales el problema

{

Uz — Uyy + ety =1,
u(z,0) =u(z,1) =u(1,0) =0,u(0,y) =1 0<z,y<l.

O<ax,y<l1

)

(3.2)

Pide ademas utilizar el sistema lineal resultante como problema de prueba
para comparar el desempefio de gradiente conjugado con y sin precondi-

Método Iter | Res Rel Err Rel Err Inf Flg | t(seg)
CG 996 | 9.5583e-09 | 2.9832¢e-04 | 3.5710e-04 | O 6.25
PCG, Jacobi | 436 | 9.7786e-09 | 2.9836e-04 | 3.5703e-04 | 0 4.73
PCG, Chol(6) | 2 1.0278e-10 | 2.9836e-04 | 3.5703e-04 | O 7.65

Tabla 3.3: CG Precondicionado en Ejemplo 01 con Tolerancia le — 8
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Figura 3.4: Grilla paran =4

cionamiento. Nosotros la emplearemos no sélo para tal comparacion sino
también para revisar el desempeno de los métodos estacionarios no como
precondicionadores si no como inversores lineales en si.

Empezamos la soluciéon numérica escogiendo un entero positivo n, hace-
mos h = 1/(n + 1) y particionamos el cuadrado [0,1] x [0, 1] usando los
nodos

x;=1th, 0<i<(n+1),
ijjh, OSjS(n—l—l).

La figura [3.4] ilustra el caso n = 4.

En este punto renunciamos a la posibilidad de conocer u sobre toda la
region y nos concentramos en poder estimar su valor en los puntos de la
malla. Ahora, obsérvese que gracias a las condiciones de contorno dadas el
ntimero de puntos en los que es necesario estimar el valor de u es n? y no
(n+1)2. Se trata precisamente de los nodos interiores. En efecto, para cada
nivel de altura y; se desconocen n valores de la la funcién u correspondiente

a los n puntos (z1,y;), (x2,y;), -+, (@n,y;) . Nuestra estimacion del valor

J

de u en el punto (z;,y;) lo notaremos v;.
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Discretizado el dominio, procedemos a discretizar la ecuacion diferencial
para llevar esto a cabo nos valemos de las conocida férmula de diferencia
centrada que establece que

fla+h) —2f@)+ fle=h) _ o B
® = f"(z) + 5 £

= f"(z) + O (r?).

Siempre que f tenga cuarta derivada continua en una vecindad de x y h sea
suficientemente pequeiio. Entonces la version discreta de nuestro problema
queda

T 9nd 440 J+1 VNI
Ui 2u; +v;_4 v = 2u

2 02 + exp(z; +yj)v] =1,

o equivalentemente

(2

— vzfl — Uzj—l + (4 + h? exp(a:i + yj)) Ulj - UZJ_H - UjJrl = h% (3'3)

Esta discretizacion suele llamarse discretizacion a cinco puntos. Convenimos
ahora pensar en v como un vector que empieza en v% y al llegar a v} la
numeracién continia en el siguiente nivel de altura en y. Asi hasta llegar a
v . La matriz de coeficientes A, inducida por , es una matriz tridiagonal
por bloques de la forma

T -1
-1 T, —I
I T,y —I
I T,

Cada bloque es de orden n, asi A es de orden n?. Cada T; es a su vez
tridiagonal de la forma Tj = trid([-1, (4 + h? exp(z; + y;)) , —1],i =1 : n).
El nombre discretizacion a cinco puntos proviene precisamente del hecho
que A tiene a lo més cinco entradas no nulas por fila.

De otra parte, el lado derecho b inducido por es un vector columna
de n? entradas, casi todas iguales a h? excepto aquellas que son 1 o n médulo
n. En estas hay que tener en cuenta las condiciénes de contorno, estas son
precisamente las filas en las que A no tiene cinco entradas no nulas. Tenemos
el sistema lineal

Av =b. (3.4)
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Figura 3.5: Soluciéon Ejemplo 01 con n = 128

La figura muestra la soluciéon computada con n = 128. Es importante
notar la buena concordancia con las condiciones exigidas a pesar de la dis-
continuidad inherente exigida por el problema a la solucién buscada.

Las tablas [3.4] 3.5 y [3.6] muestran los resultados encontrados al resolver
el sistema por los distintos métodos estudiados, con n = 128. Note
que este valor de n implica un tamano de sistema de 16384 incognitas y
ecuaciones. Nuevamente, el titulo de cada tabla indica la tolerancia y el
tipo de métodos a listar.

Método Iter | Res Rel Flg | t(seg)
Jacobi 2000 | 2.1082e-03 | 1 31.95
Gauss — Seidel | 2000 | 8.9498e-04 | 1 56.81
Sor(w =0.1) 2000 | 1.4772e-02 | 1 56.65
Sor(w = 0.5) 2000 | 3.1165e-03 | 1 56.75
Sor(w = 1.5) 2000 | 5.5335e-05 | 1 68.54
Sor(w = 1.7) 1987 | 1.4707e-06 | 3 67.87

Tabla 3.4: Mtodos Estacionarios en Ejemplo 02 con Tolerancia le — 6
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Método Iter Res Rel Flg | t(seg)
CcG 396 9.9033e-09 | O 5.64

LSQR 2000 5.4551e-03 | 1 34.98
GMRES(10) | 200 10 | 4.3691e-06 | 1 53.28
GMRES(50) | 2013 | 9.8876e-09 | 0 97.75
GMRES(100) | 7 18 9.8827e-09 | 0 65.89

Tabla 3.5: Mtodos No Estacionarios en Ejemplo 02 con Tolerancia le — 8

Método Iter | Res Rel Flg | t(seg)
CcG 396 | 9.9033e-09 | O 6.25
PCG, Jacobi | 396 | 9.9028e-09 | 0 4.73
PCG, Chol(6) | 3 | 1.2813¢:09 | 0 | 7.65

Tabla 3.6: CG Precondicionado en Ejemplo 02 con Tolerancia le — 8

3.4 Trabajo por Bloques (MGW)

En este ejemplo consideramos un sistema de la forma
Az = 0. (3.5)

Donde la matriz de coeficientes se deja escribir en la forma

oD (3.6)

A BT
Resolveremos el sistema (3.5)) utilizando las dos tltimas técnicas de precondi-
cionamento estudiadas para este tipo de matriz de coeficientes. Recordemos

que el primero de ellos se basaba en tomar

P A BT
~ |0 D-cCcA BT

y resolver entonces el sistema
Tz =b. (3.7)

Donde, T = P~'A y b = P~'b. Entonces la proposicién establece que
el polinomio minimal de T" es de orden 2 y asi métodos Krylov que basen su
convergencia en el espectro de T deberdn converger en dos (2) iteraciones.
Note que este resultado es aplicable a GMRES sobre el sistema, Sin
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embargo, este resultado no es aplicable a LSQR pues la convergencia de
LSQR la domina el espectro de T*T. En las tablas la utilizacién de esta
estrategia la notaremos con GMRES + MGW.

El segundo procedimiento se basa en hacer no precondicionamiento a
izquierda como arriba sino un precondicionamiento escalado a izquierda y
derecha. Se consideran

10
fﬁ"_oA—l —1]’
p_|4 BT
=0 D-—ca'BT |7
P=DPP

T A BT
| C 2047'BT-D

Se hace T'= P, 1AP2_ L= P b v se considera el sistema
Tz =b.

Resuelto este sistema para z se encuentra x por x = P, 2. Es importante
anotar que en este ejemplo a fin de chequear la estabilidad computacional
del resultado tedrico no se explota la condicién

P1_1“4P2_1:|:I —I:|>

para resolver el problema de modo inmediato, en lugar de ello se usan
los métodos estudiados hallando la accién de T sobre un vector z por
Pfl (.A (P{ lz)) . Obsérvese que para este caso si es posible utilizar LSQR
pues las buenas caracteristicas espectrales de T son conservadas por T'T. La
combinacién de esta estrategia con LSQ R para resolver la notamos en
las tablas por LSQR + IPSEN y la combinacién con GM RES es notada
como GMRES +IPSEN.

Presentamos aqui el estudio de dos casos, en ambos A se escoge de la
galeria de matrices de Matlab como la matriz de Poisson que es la tridiagonal
por bloques con diagonales constantes que viene de la discretizacion a cinco
puntos del problema de Dirichlet homogeneo. Las matrices B,C' y D se
generan como matrices aleatorias de entradas uniformemente distribuidas
entre 0 y 1.

La tabla muestra los resultados de generar A de orden n = 10000
y las otras matrices con m = 100, entonces el sistema resultante sera de
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Método Iter | Res Rel Err Rel Err Inf Flg | t(seg)
GMRES 1 500 | 5.5774e-07 | 1.3047e-02 | 5.1615e-02 | 1 189.31
GMRES+MGW | 12 8.5995e-12 | 8.1283e-04 | 1.4432e-03 | 0 10.59
GMRES+IPSEN | 1 2 8.4849¢-15 | 6.6089e-07 | 1.3624e-06 | 0 11.09
LSQR 500 3.8963e-07 | 3.9658e-03 | 1.4444e-02 | 1 276.00
LSQRA+IPSEN 2 3.9139¢-11 | 7.4352e-03 | 2.8309e-02 | 0 22.06

Tabla 3.7: Precondicionamiento por bloques en Ejemplo 03
A A Iter | Res Rel Err Rel Err Inf | Flg | t(seg)
1225 1 3200 | 12 | 2.7049e-12 | 1.7379e-05 | 4.8941e-05 | O 55.25
1600 | 3200 | 1 2 | 7.1285e-10 | 6.2599e-02 | 1.5736e-01 | O 42.42
2025 | 3200 | 12 | 3.5646e-12 | 2.8393e-05 | 6.2508¢-05 | 0 32.06
2500 | 3200 | 12 5.7244e-12 | 2.6170e-04 | 5.1842e-04 | O 19.34
3025 | 3200 | 12 | 4.7754e-12 | 5.1054e-05 | 9.2116e-05 | O 4.93

Tabla 3.8: Precondicionamiento por bloques en Ejemplo 03 con tamao vari-

able

orden 10100. Se tomé un vector « con todas sus entradas iguales a uno para
generar un lado derecho y poder luego comparar la salida de los programas
con la solucién exacta. En la tabla en mencién esta la comparacién de los

métodos sin precondicionar con las formas precondicionadas.

El otro experimento realizado consistié en dejar fijo el orden de A en
3200 y variar el orden de su componente principal A, para revisar el com-
portamiento de la convergencia para diferentes razones entre el tamano de
Ay el de A. Los resultados encontrados se muestran en la tabla donde
siempre fue usado como método de solucién GM RES + MGW.
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